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�™�Ž�˜�™�•�Ž � �‘�˜ �Œ�˜�—�•�›�’�‹�ž�•�Ž�• �•�˜ �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�œ �˜�› �‹�Ž�—�Œ�‘�–�Š�›�”�œ �˜�•�
�R�P�P�N�X�’�— �‘�Š�›�•� �Š�›�Ž �˜�› �œ�˜���,
� �Š�›�Ž�ð ���’�›�•�’�•�Ž ���Š�—�•�›�¢ ���•�ž�Ž�•�—�’�Š ���Š�—�•�“�’ �•�˜�› �‘�’�œ � �˜�›�” �˜�— �������,�›�Ž�œ�’�œ�•�Š�—�•�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�,
�•�’�˜�—�œ�ð ���˜�›�’�œ ���Ž�•�Œ�•�Ž�• �Š�—�• ���Ž�Š�—�,���˜�ž�’�œ ���˜�•�Š�Ÿ�Ž �•�˜�› �”�’�—�•�•�¢ �•�Ž�—�•�’�—�• �ž�œ �•�Š�œ�• �‘�Š�›�•� �Š�›�Ž�ð ���Š�—�’�Ž�• ���4�Ž
�Š�—�• ���‘�›�’�œ�•�’�Š�— ���Ž�—�£�Ž�•�,���Ž�—�—�Ž�› �•�˜�› �•�‘�Ž�’�› �œ�ž�™�™�˜�›�• �˜�— �Ž�–�‹�Ž�•�•�Ž�• �™�•�Š�•�•�˜�›�–�œ�ð ���Ž�—�Š�ž�• ���Š�ž�Ÿ�’�— �•�˜�›
�‘�’�œ �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �’�— ���¢�•�‘�˜�— �Š�—�• ���›�Š�—�Œ�Ž�œ�Œ�˜ ���Ž�•�Š�£�£�˜�—�’ �•�˜�› �•�›�ž�’�•�•�ž�• �•�’�œ�Œ�ž�œ�œ�’�˜�—�œ�ï

�[ �&�[�W



�
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�\ �&�[�W



���‘�Š�™�•�Ž�› �W

�	�Ž�—�Ž�›�Š�• �Š�œ�™�Ž�Œ�•�œ

���— �•�‘�’�œ �Œ�‘�Š�™�•�Ž�›�ð � �Ž ���›�œ�• �‹�›�’�Ž���¢ �›�Ž�Ÿ�’�Ž�  �•�‘�Ž�
�R�P�P�N�X�œ�™�Ž�Œ�’���Œ�Š�•�’�˜�—�œ �•�˜�›�–�Š�•�•�¢ �•�Ž���—�Ž�• �’�— �ý�W�V�þ�ï ���Ž
�•�‘�Ž�— �•�Ž�•�Š�’�• �•�‘�Ž �‹�’�• �Š�—�• �‹�¢�•�Ž �—�ž�–�‹�Ž�›�’�—�• �Œ�˜�—�Ÿ�Ž�—�•�’�˜�—�œ�ð �•�˜�•�•�˜� �Ž�• �‹�¢ �•�Ž�—�Ž�›�Š�• �œ�•�Š�•�Ž�–�Ž�—�•�œ �Š�‹�˜�ž�•
�•�‘�Ž �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�— �Œ�˜�ž�—�• �Š�—�• �–�Ž�–�˜�›�¢ �ž�œ�Š�•�Ž �˜�•�
�R�P�P�N�X�ï

�W�ï�W ���™�Ž�Œ�’���Œ�Š�•�’�˜�—�œ �œ�ž�–�–�Š�›�¢

���‘�’�œ �œ�Ž�Œ�•�’�˜�— �˜���Ž�›�œ �Š �œ�ž�–�–�Š�›�¢ �˜�• �•�‘�Ž�
�R�P�P�N�X�œ�™�Ž�Œ�’���Œ�Š�•�’�˜�—�œ �ž�œ�’�—�• �™�œ�Ž�ž�•�˜�Œ�˜�•�Ž�ð �œ�ž���Œ�’�Ž�—�• �•�˜
�ž�—�•�Ž�›�œ�•�Š�—�• �’�•�œ �œ�•�›�ž�Œ�•�ž�›�Ž �Š�—�• �‹�ž�’�•�•�’�—�• �‹�•�˜�Œ�”�œ�ï ���— �—�˜ � �Š�¢ �œ�‘�˜�ž�•�• �•�‘�’�œ �’�—�•�›�˜�•�ž�Œ�•�˜�›�¢ �•�Ž�¡�• �‹�Ž
�Œ�˜�—�œ�’�•�Ž�›�Ž�• �Š�œ �Š �•�˜�›�–�Š�• �Š�—�• �›�Ž�•�Ž�›�Ž�—�Œ�Ž �•�Ž�œ�Œ�›�’�™�•�’�˜�— �˜�•�
�R�P�P�N�X�ï ���˜�› �•�‘�Ž �•�˜�›�–�Š�• �•�Ž���—�’�•�’�˜�— �˜�•
�
�R�P�P�N�X�ð � �Ž �›�Ž�•�Ž�› �•�˜ �ý�W�V�þ�ï

���—�¢ �’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž �˜�• �•�‘�Ž�
�R�P�P�N�X�œ�™�˜�—�•�Ž �•�ž�—�Œ�•�’�˜�— �•�Š�–�’�•�¢ �–�Š�”�Ž�œ �ž�œ�Ž �˜�• �˜�—�Ž �˜�• �•�‘�Ž �œ�Ž�Ÿ�Ž�—�
�R�P�P�N�X�,f
�™�Ž�›�–�ž�•�Š�•�’�˜�—�œ�ð �•�Ž�—�˜�•�Ž�•�
�R�P�P�N�X�,f [b]�ð � �‘�Ž�›�Žb ∈ {25, 50, 100, 200, 400, 800, 1600} �’�œ �•�‘�Ž � �’�•�•�‘
�˜�• �•�‘�Ž �™�Ž�›�–�ž�•�Š�•�’�˜�—�ï ���‘�Ž�œ�Ž�
�R�P�P�N�X�,f �™�Ž�›�–�ž�•�Š�•�’�˜�—�œ �Š�›�Ž �’�•�Ž�›�Š�•�Ž�• �Œ�˜�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ �Œ�˜�—�œ�’�œ�•�’�—�• �˜�•
�Š �œ�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�Ž �˜�• �Š�•�–�˜�œ�• �’�•�Ž�—�•�’�Œ�Š�• �›�˜�ž�—�•�œ�ï ���‘�Ž �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �›�˜�ž�—�•�œnr �•�Ž�™�Ž�—�•�œ �˜�— �•�‘�Ž �™�Ž�›�–�ž�,
�•�Š�•�’�˜�— � �’�•�•�‘�ð �Š�—�• �’�œ �•�’�Ÿ�Ž�— �‹�¢nr = 12 + 2ℓ�ð � �‘�Ž�›�Ž2ℓ = b/25�ï ���‘�’�œ �•�’�Ÿ�Ž�œ �X�Z �›�˜�ž�—�•�œ �•�˜�›
�
�R�P�P�N�X�,f [1600]�ï

�
�R�P�P�N�X�,f [b](A)
�•�˜�›i �’�—0 . . . nr − 1

A = ���˜�ž�—�•[b](A, RC[i])
�›�Ž�•�ž�›�—A

�� �
�R�P�P�N�X�,f �›�˜�ž�—�• �Œ�˜�—�œ�’�œ�•�œ �˜�• �Š �œ�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�Ž �˜�• �’�—�Ÿ�Ž�›�•�’�‹�•�Ž �œ�•�Ž�™�œ �Ž�Š�Œ�‘ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�—�• �˜�— �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž�ð
�˜�›�•�Š�—�’�£�Ž�• �Š�œ �Š�— �Š�›�›�Š�¢ �˜�•5× 5 �•�Š�—�Ž�œ�ð �Ž�Š�Œ�‘ �˜�• �•�Ž�—�•�•�‘w ∈ {1, 2, 4, 8, 16, 32, 64} �ûb = 25w�ü�ï ���‘�Ž�—
�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Ž�• �˜�— �Š �\�Z�,�‹�’�• �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�›�ð �Š �•�Š�—�Ž �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f [1600] �Œ�Š�— �‹�Ž �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Ž�• �Š�œ �Š �\�Z�,�‹�’�•
������ � �˜�›�•�ï

�] �&�[�W



�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �W�ï �	�Ž�—�Ž�›�Š�• �Š�œ�™�Ž�Œ�•�œ

���˜�ž�—�•[b](A, RC)
θ �`�a�R�]

C[x] = A[x, 0]⊕ A[x, 1]⊕ A[x, 2]⊕ A[x, 3]⊕ A[x, 4]�ð ∀x �’�—0 . . . 4
D[x] = C[x− 1]⊕ ROT(C[x + 1], 1)�ð ∀x �’�—0 . . . 4
A[x, y] = A[x, y]⊕ D[x]�ð ∀(x, y) �’�—(0 . . . 4, 0 . . . 4)

ρ �N�[�Qπ �`�a�R�]�`
B[y, 2x + 3y] = ROT(A[x, y], r[x, y])�ð ∀(x, y) �’�—(0 . . . 4, 0 . . . 4)

χ �`�a�R�]
A[x, y] = B[x, y]⊕ ((NOT B[x + 1, y])AND B[x + 2, y])�ð ∀(x, y) �’�—(0 . . . 4, 0 . . . 4)

ι �`�a�R�]
A[0, 0] = A[0, 0]⊕ RC

�›�Ž�•�ž�›�—A

�
�Ž�›�Ž �•�‘�Ž �•�˜�•�•�˜� �’�—�• �Œ�˜�—�Ÿ�Ž�—�•�’�˜�—�œ �Š�›�Ž �’�— �ž�œ�Ž�ï ���•�• �•�‘�Ž �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �˜�— �•�‘�Ž �’�—�•�’�Œ�Ž�œ �Š�›�Ž �•�˜�—�Ž
�–�˜�•�ž�•�˜ �[�ïA �•�Ž�—�˜�•�Ž�œ �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�•�Ž�•�Ž �™�Ž�›�–�ž�•�Š�•�’�˜�— �œ�•�Š�•�Ž �Š�›�›�Š�¢ �Š�—�•A[x, y] �•�Ž�—�˜�•�Ž�œ �Š �™�Š�›�•�’�Œ�ž�•�Š�›
�•�Š�—�Ž �’�— �•�‘�Š�• �œ�•�Š�•�Ž�ïB[x, y]�ðC[x] �Š�—�•D[x] �Š�›�Ž �’�—�•�Ž�›�–�Ž�•�’�Š�•�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ�ï ���‘�Ž �œ�¢�–�‹�˜�•⊕ �•�Ž�—�˜�•�Ž�œ �•�‘�Ž
�‹�’�•� �’�œ�Ž �Ž�¡�Œ�•�ž�œ�’�Ÿ�Ž �����ðNOT �•�‘�Ž �‹�’�•� �’�œ�Ž �Œ�˜�–�™�•�Ž�–�Ž�—�• �Š�—�•AND �•�‘�Ž �‹�’�•� �’�œ�Ž ������ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�ï
���’�—�Š�•�•�¢�ðROT(W, r) �•�Ž�—�˜�•�Ž�œ �•�‘�Ž �‹�’�•� �’�œ�Ž �Œ�¢�Œ�•�’�Œ �œ�‘�’�� �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�ð �–�˜�Ÿ�’�—�• �‹�’�• �Š�• �™�˜�œ�’�•�’�˜�—i �’�—�•�˜
�™�˜�œ�’�•�’�˜�—i + r �û�–�˜�•�ž�•�˜ �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž �œ�’�£�Ž�ü�ï

���‘�Ž �Œ�˜�—�œ�•�Š�—�•�œr[x, y] �Š�›�Ž �•�‘�Ž �Œ�¢�Œ�•�’�Œ �œ�‘�’�� �˜���œ�Ž�•�œ �Š�—�• �Š�›�Ž �œ�™�Ž�Œ�’���Ž�• �’�— �•�‘�Ž �•�˜�•�•�˜� �’�—�• �•�Š�‹�•�Ž�ï

x = 3 x = 4 x = 0 x = 1 x = 2
y = 2 �X�[ �Y�_ �Y �W�V �Z�Y
y = 1 �[�[ �X�V �Y�\ �Z�Z �\
y = 0 �X�^ �X�] �V �W �\�X
y = 4 �[�\ �W�Z �W�^ �X �\�W
y = 3 �X�W �^ �Z�W �Z�[ �W�[

���‘�Ž �Œ�˜�—�œ�•�Š�—�•�œRC[i] �Š�›�Ž �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �Œ�˜�—�œ�•�Š�—�•�œ�ï ���‘�Ž �•�˜�•�•�˜� �’�—�• �•�Š�‹�•�Ž �œ�™�Ž�Œ�’���Ž�œ �•�‘�Ž�’�› �Ÿ�Š�•�ž�Ž�œ �’�—
�‘�Ž�¡�Š�•�Ž�Œ�’�–�Š�• �—�˜�•�Š�•�’�˜�— �•�˜�› �•�Š�—�Ž �œ�’�£�Ž �\�Z�ï ���˜�› �œ�–�Š�•�•�Ž�› �œ�’�£�Ž�œ �•�‘�Ž�¢ �–�ž�œ�• �‹�Ž �•�›�ž�—�Œ�Š�•�Ž�•�ï

RC[ 0] ���[�������������������������������� RC[12] ���[�������������������������������%

RC[ 1] ���[�������������������������������� RC[13] ���[�������������������������������%

RC[ 2] ���[�������������������������������$ RC[14] ���[��������������������������������

RC[ 3] ���[�������������������������������� RC[15] ���[��������������������������������

RC[ 4] ���[�������������������������������% RC[16] ���[��������������������������������

RC[ 5] ���[�������������������������������� RC[17] ���[��������������������������������

RC[ 6] ���[�������������������������������� RC[18] ���[�������������������������������$

RC[ 7] ���[�������������������������������� RC[19] ���[�������������������������������$

RC[ 8] ���[�������������������������������$ RC[20] ���[��������������������������������

RC[ 9] ���[�������������������������������� RC[21] ���[��������������������������������

RC[10] ���[�������������������������������� RC[22] ���[��������������������������������

RC[11] ���[�������������������������������$ RC[23] ���[��������������������������������

�^ �&�[�W



�W�ï �	�Ž�—�Ž�›�Š�• �Š�œ�™�Ž�Œ�•�œ �
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž� 

���Ž �˜�‹�•�Š�’�— �•�‘�Ž�
�R�P�P�N�X[r, c] �œ�™�˜�—�•�Ž �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�ð � �’�•�‘ �™�Š�›�Š�–�Ž�•�Ž�›�œ �Œ�Š�™�Š�Œ�’�•�¢c �Š�—�• �‹�’�•�›�Š�•�Žr�ð �’�•
� �Ž �Š�™�™�•�¢ �•�‘�Ž �œ�™�˜�—�•�Ž �Œ�˜�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�— �•�˜�
�R�P�P�N�X�,f [r + c] �Š�—�• �™�Ž�›�•�˜�›�– �œ�™�Ž�Œ�’���Œ �™�Š�•�•�’�—�• �˜�— �•�‘�Ž
�–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž �’�—�™�ž�•�ï ���‘�Ž �•�˜�•�•�˜� �’�—�• �™�œ�Ž�ž�•�˜�Œ�˜�•�Ž �’�œ �›�Ž�œ�•�›�’�Œ�•�Ž�• �•�˜ �•�‘�Ž �Œ�Š�œ�Ž �˜�• �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž�œ �•�‘�Š�• �œ�™�Š�— �Š
� �‘�˜�•�Ž �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �‹�¢�•�Ž�œ �Š�—�• � �‘�Ž�›�Ž �•�‘�Ž �‹�’�•�›�Š�•�Žr �’�œ �Š �–�ž�•�•�’�™�•�Ž �˜�• �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž �œ�’�£�Ž�ï

�
�R�P�P�N�X[r, c](M)
���N�Q�Q�V�[�T
P = M||0x01||0x00|| . . . ||0x00
P = P⊕ 0x00|| . . . ||0x00||0x80

���[�V�a�V�N�Y�V�g�N�a�V�\�[
S[x, y] = 0�ð ∀(x, y) �’�—(0 . . . 4, 0 . . . 4)

���O�`�\�_�O�V�[�T �]�U�N�`�R
�•�˜�› �Ž�Ÿ�Ž�›�¢ �‹�•�˜�Œ�”Pi �’�—P

S[x, y] = S[x, y]⊕ Pi[x + 5y]�ð ∀(x, y) �œ�ž�Œ�‘ �•�‘�Š�•x + 5y < r/w
S = �
�R�P�P�N�X�,f [r + c](S)

���^�b�R�R�g�V�[�T �]�U�N�`�R
Z = �Ž�–�™�•�¢ �œ�•�›�’�—�•
� �‘�’�•�Ž �˜�ž�•�™�ž�• �’�œ �›�Ž�š�ž�Ž�œ�•�Ž�•

Z = Z||S[x, y]�ð ∀(x, y) �œ�ž�Œ�‘ �•�‘�Š�•x + 5y < r/w
S = �
�R�P�P�N�X�,f [r + c](S)

�›�Ž�•�ž�›�—Z

�
�Ž�›�ŽS �•�Ž�—�˜�•�Ž�œ �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž �Š�œ �Š�— �Š�›�›�Š�¢ �˜�• �•�Š�—�Ž�œ�ï ���‘�Ž �™�Š�•�•�Ž�• �–�Ž�œ�œ�Š�•�ŽP �’�œ �˜�›�•�Š�—�’�œ�Ž�• �Š�œ
�Š�— �Š�›�›�Š�¢ �˜�• �‹�•�˜�Œ�”�œPi�ð �•�‘�Ž�–�œ�Ž�•�Ÿ�Ž�œ �˜�›�•�Š�—�’�£�Ž�• �Š�œ �Š�›�›�Š�¢�œ �˜�• �•�Š�—�Ž�œ�ï ���‘�Ž|| �˜�™�Ž�›�Š�•�˜�› �•�Ž�—�˜�•�Ž�œ �‹�¢�•�Ž
�œ�•�›�’�—�• �Œ�˜�—�Œ�Š�•�Ž�—�Š�•�’�˜�—�ï

�W�ï�X ���’�• �Š�—�• �‹�¢�•�Ž �—�ž�–�‹�Ž�›�’�—�• �Œ�˜�—�Ÿ�Ž�—�•�’�˜�—�œ

���—�•�Ž�›�—�Š�•�•�¢�ð �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f [b] �’�œ �˜�›�•�Š�—�’�£�Ž�• �’�— �•�‘�›�Ž�Ž �•�’�–�Ž�—�œ�’�˜�—�œ �Š�—�• �’�•�œ �‹�’�•�œ �Š�›�Ž �’�•�Ž�—�•�’���Ž�•
� �’�•�‘ �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œx, y ∈ Z5 �Š�—�•z ∈ Zw�ð �•�˜�›b = 25w �Š�—�•w ∈ {1, 2, 4, . . . , 64}�ï ���¡�•�Ž�›�—�Š�•�•�¢�ð
�•�‘�Ž �œ�™�˜�—�•�Ž �Š�—�• �•�ž�™�•�Ž�¡ �Œ�˜�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ �›�Ž�š�ž�’�›�Ž �•�˜ �‘�Š�Ÿ�Ž �Š �•�’�—�Ž�Š�› �—�ž�–�‹�Ž�›�’�—�• �˜�• �•�‘�Ž �‹�’�•�œ �•�›�˜�–0
�•�˜b − 1�ï �
�Ž�›�Ž�ð �•�‘�Ž �‹�’�• �’�—�•�Ž�¡i = z + w(5y + x) �Ž�¡�•�Ž�›�—�Š�•�•�¢ �Œ�˜�›�›�Ž�œ�™�˜�—�•�œ �•�˜ �•�‘�Ž �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ
(x, y, z) �’�—�•�Ž�›�—�Š�•�•�¢�ï

�� �•�Š�—�Ž �û�’�ï�Ž�ï�ð �‹�’�•�œ � �’�•�‘ �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ(x, y)�ü �Œ�˜�—�•�Š�’�—�œ �‹�’�•�œ � �’�•�‘w �Œ�˜�—�œ�Ž�Œ�ž�•�’�Ÿ�Ž �’�—�•�’�Œ�Ž�œ�ï
���• �Š�— �’�—�™�ž�• �˜�› �˜�ž�•�™�ž�• �‹�•�˜�Œ�” �’�œ �˜�›�•�Š�—�’�£�Ž�• �Š�œ �•�Š�—�Ž�œ�ð �•�‘�Ž �˜�ž�•�Ž�› �™�Š�›�• �˜�• �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž �œ�™�Š�—�œ⌈ r

w⌉ �•�Š�—�Ž�œ�ï
���— �Š �•�¢�™�’�Œ�Š�• �œ�˜��� �Š�›�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�ð �•�‘�Ž �‹�’�•�œ �’�— �Š �•�Š�—�Ž �Š�›�Ž �™�Š�Œ�”�Ž�• �•�˜�•�Ž�•�‘�Ž�› �’�— �Šw�,�‹�’�• ������
� �˜�›�•�ï ���‘�ž�œ�ð �•�‘�’�œ �Š�•�•�˜� �œ �•�˜ �˜�›�•�Š�—�’�£�Ž �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �Š�—�• �˜�ž�•�™�ž�• �’�— �•�Ž�›�–�œ �˜�• ������ � �˜�›�•�œ�ï ���— �Š�•�•�’�•�’�˜�—�ð
�˜�—�Ž �Œ�Š�— �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�• �•�‘�Ž �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—ρ �Š�œ �Š �œ�Ž�• �˜�• ������ � �˜�›�• �›�˜�•�Š�•�’�˜�—�œ �û�’�• �•�‘�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�› �œ�ž�™�™�˜�›�•�œ
�’�•�ü�ï

���‘�Ž�— �’�• �Œ�˜�–�Ž�œ �•�˜ �Ž�¡�™�›�Ž�œ�œ�’�—�• �•�‘�Ž �‹�’�• �™�˜�œ�’�•�’�˜�—�œ � �’�•�‘�’�— �Š ������ � �˜�›�• �˜�› �Š �‹�¢�•�Ž�ð �˜�› �•�‘�Ž �‹�¢�•�Ž
�™�˜�œ�’�•�’�˜�—�œ � �’�•�‘�’�— �Š ������ � �˜�›�•�ð � �Ž �•�Š�”�Ž �•�‘�Ž �•�˜�•�•�˜� �’�—�• �Œ�˜�—�Ÿ�Ž�—�•�’�˜�—�œ�ï

�W�ï���‘�Ž �‹�’�•�œ � �’�•�‘�’�— �Š �‹�¢�•�Ž �˜�› � �’�•�‘�’�— �Š ������ � �˜�›�• �Š�›�Ž �—�ž�–�‹�Ž�›�Ž�• �•�›�˜�– �£�Ž�›�˜ �˜�—� �Š�›�•�œ�ð � �’�•�‘ �•�‘�Ž
�‹�’�• �—�ž�–�‹�Ž�›i �‹�Ž�’�—�• �•�‘�Ž �Œ�˜�Ž���Œ�’�Ž�—�• �˜�•2i � �‘�Ž�— �Š �‹�¢�•�Ž �˜�› �Š � �˜�›�• �—�Ž�Ž�•�œ �•�˜ �‹�Ž �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Ž�•
�Š�œ �Š�— �’�—�•�Ž�•�Ž�›�ï

�_ �&�[�W



�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �W�ï �	�Ž�—�Ž�›�Š�• �Š�œ�™�Ž�Œ�•�œ

�X�ï���‘�Ž �‹�¢�•�Ž�œ � �’�•�‘�’�— �Š ������ � �˜�›�• �Š�›�Ž �—�ž�–�‹�Ž�›�Ž�• �•�›�˜�– �£�Ž�›�˜ �˜�—� �Š�›�•�œ�ð � �’�•�‘ �•�‘�Ž �‹�¢�•�Ž �Š�• �˜���œ�Ž�•i
�‹�Ž�’�—�• �•�‘�Ž �Œ�˜�Ž���Œ�’�Ž�—�• �˜�•256i � �‘�Ž�— �Š � �˜�›�•�œ �—�Ž�Ž�•�œ �•�˜ �‹�Ž �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Ž�• �Š�œ �Š�— �’�—�•�Ž�•�Ž�› �û���•�’�4�•�Ž�,
�Ž�—�•�’�Š�—�� �Œ�˜�—�Ÿ�Ž�—�•�’�˜�—�ü�ï

���‘�Ž �Œ�˜�—�œ�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�Ž �˜�• �•�‘�Ž ���›�œ�• �Œ�˜�—�Ÿ�Ž�—�•�’�˜�— �’�œ �•�‘�Š�•�ð �Š�œ �’�—ρ�ð �•�‘�Ž �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�— �Œ�˜�—�œ�’�œ�•�’�—�• �˜�• �–�˜�Ÿ�,
�’�—�• �‹�’�•�œ �˜�• �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ(x, y, z) �•�˜(x, y, z + δ mod w) �‹�Ž�Œ�˜�–�Ž�œ �Š �›�˜�•�Š�•�’�˜�— ���•�˜ �•�‘�Ž �•�Ž���� �‹�¢δ
�™�˜�œ�’�•�’�˜�—�œ �’�• �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž �’�œ �’�— �Š ������ � �˜�›�•�ï

���‘�Ž �Œ�˜�—�œ�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�Ž �˜�• �•�‘�Ž �•� �˜ �Œ�˜�—�Ÿ�Ž�—�•�’�˜�—�œ �“�˜�’�—�•�•�¢ �’�œ �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �‹�¢�•�Ž�œ �Œ�˜�—�œ�’�œ�•�’�—�• �Š�— �’�—�™�ž�• �‹�•�˜�Œ�”
�•�˜ �—�˜�• �‘�Š�Ÿ�Ž �•�˜ �‹�Ž �œ�‘�ž���Ž�• �‹�Ž�•�˜�›�Ž �‹�Ž�’�—�• �������Ž�• �’�—�•�˜ �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž � �‘�Ž�— �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž �’�œ �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Ž�• �Š�œ
�Š�— �Š�›�›�Š�¢ �˜�• �•�Š�—�Ž�œ �˜�— �Š �•�’�4�•�Ž�,�Ž�—�•�’�Š�— �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�›�ï ���’�–�’�•�Š�›�•�¢�ð �•�‘�Ž �‹�¢�•�Ž�œ �Œ�˜�—�œ�’�œ�•�’�—�• �Š�— �˜�ž�•�™�ž�• �‹�•�˜�Œ�”
�Œ�Š�— �‹�Ž �•�Š�”�Ž�— �Š�œ �’�œ �•�›�˜�– �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž �’�— �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�ï

���˜�•�Ž �•�‘�Š�• �•�‘�Ž ���
���,�Y ������ �•�Ž���—�Ž�• �‹�¢ �������� �ý�X��̂þ �•�˜�•�•�˜� �œ �•�‘�Ž �˜�™�™�˜�œ�’�•�Ž �Œ�˜�—�Ÿ�Ž�—�•�’�˜�— �•�˜�› �‹�’�•
�—�ž�–�‹�Ž�›�’�—�• �Š�—�• �•�‘�’�œ �’�œ �•�‘�Ž �›�Ž�Š�œ�˜�— �‹�Ž�‘�’�—�• �•�‘�Ž �•�˜�›�–�Š�• �‹�’�• �›�Ž�˜�›�•�Ž�›�’�—�• �•�Ž�œ�Œ�›�’�‹�Ž�• �’�— �ý�W�W�þ�ï

�=�- �$�7� �,�/�+�$ �.�% �3�'�$ �%�.�1�,� �+ �!�(�3 �1�$�.�1�#�$�1�(�-�& �"� �- �!�$ �%�.�4�-�# �(�- �3�'�$ �Ð�+�$�2�.�H�F�F�D�N�6�S�R�Q�J�H�,�Q�W�H�U�P�H��

�G�L�D�W�H�9�D�O�X�H�V�B�
���W�[�W�(�- ���i���_

�W�ï�X�ï�W ���˜�–�Ž �“�ž�œ�•�’���Œ�Š�•�’�˜�— �•�˜�› �˜�ž�› �Œ�‘�˜�’�Œ�Ž

���— �•�‘�’�œ �œ�ž�‹�œ�Ž�Œ�•�’�˜�—�ð � �Ž �•�Ž�•�Š�’�• �˜�ž�› �Œ�‘�˜�’�Œ�Ž �˜�• �Œ�˜�—�Ÿ�Ž�—�•�’�˜�—�œ �Œ�˜�—�Œ�Ž�›�—�’�—�• �•�‘�Ž �–�Š�™�™�’�—�• �‹�Ž�•� �Ž�Ž�— �•�‘�Ž
�‹�’�•�œ �˜�• �•�‘�Ž�
�R�P�P�N�X�,f [b] �™�Ž�›�–�ž�•�Š�•�’�˜�— �Š�—�• �•�‘�Ž�’�› �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �’�— �•�Ž�›�–�œ �˜�•w�,�‹�’�• ������ � �˜�›�•�œ
�Š�—�• �’�— �•�‘�Ž ���
���,�Y ������ �•�Ž���—�Ž�• �‹�¢ �������� �ý�X��̂þ�ï �û���‘�’�œ �™�Š�›�• �Œ�Š�— �‹�Ž �œ�Š�•�Ž�•�¢ �œ�”�’�™�™�Ž�• �•�˜�› �›�Ž�Š�•�Ž�›�œ �—�˜�•
�’�—�•�Ž�›�Ž�œ�•�Ž�•�ï�ü

���˜�› �•�‘�Žρ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�— �•�˜ �‹�Ž �•�›�Š�—�œ�•�Š�•�Ž�• �’�—�•�˜ �›�˜�•�Š�•�’�˜�— �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ �’�— �•�‘�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�›�ð �•�‘�Ž �—�ž�–�,
�‹�Ž�›�’�—�•z �–�ž�œ�• �‹�Ž �Ž�’�•�‘�Ž�› �Š�— �’�—�Œ�›�Ž�Š�œ�’�—�• �˜�› �Š �•�Ž�Œ�›�Ž�Š�œ�’�—�• �•�ž�—�Œ�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �‹�’�• �—�ž�–�‹�Ž�›�’�—�• �’�— �•�‘�Ž
�™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�›���œ �Œ�˜�—�Ÿ�Ž�—�•�’�˜�—�œ�ï ���˜�ð �ž�™ �•�˜ �Š �Œ�˜�—�œ�•�Š�—�• �˜���œ�Ž�•�ð �Ž�’�•�‘�Ž�›z = 0 �’�œ �•�‘�Ž �–�˜�œ�• �œ�’�•�—�’���Œ�Š�—�• �‹�’�•
�û�������ü �Š�—�•z = w− 1 �’�œ �•�‘�Ž �•�Ž�Š�œ�• �œ�’�•�—�’���Œ�Š�—�• �‹�’�• �û�������ü�ð �˜�› �Ÿ�’�Œ�Ž�,�Ÿ�Ž�›�œ�Š�ï

���‘�Ž �’�—�™�ž�• �‹�’�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �‘�Š�œ�‘ �•�ž�—�Œ�•�’�˜�— �Œ�˜�–�Ž �˜�›�•�Š�—�’�£�Ž�• �Š�œ �Š �œ�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�Ž �˜�• �‹�¢�•�Ž�œ�ï ���’�•�‘�’�— �Ž�Š�Œ�‘
�‹�•�˜�Œ�”�ð �•�‘�Ž �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž �‹�’�•i = i�‹�’�•+ 8i�‹�¢�•�Ž�’�œ �•�˜�’�—�• �•�˜ �‹�Ž �������Ž�• � �’�•�‘ �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž �‹�’�•i�ï ���˜ �Š�Ÿ�˜�’�• �›�Ž�,
�˜�›�•�Ž�›�’�—�• �‹�’�•�œ �˜�› �‹�¢�•�Ž�œ �Š�—�• �•�˜ �Š�•�•�˜�  �Š � �˜�›�•�,� �’�œ�Ž �������’�—�•�ð �•�‘�Ž �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž �‹�’�• �—�ž�–�‹�Ž�›�’�—�• �œ�‘�˜�ž�•�•
�•�˜�•�•�˜�  �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �Œ�˜�—�Ÿ�Ž�—�•�’�˜�— �Š�œ �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž �‹�’�• �—�ž�–�‹�Ž�›�’�—�•�ï ���— �™�Š�›�•�’�Œ�ž�•�Š�›�ð �’�•z = 0 �’�—�•�’�Œ�Š�•�Ž�œ �•�‘�Ž
������ �û�›�Ž�œ�™�ï �������ü�ði�‹�¢�•�Ž= 0 �œ�‘�˜�ž�•�• �’�—�•�’�Œ�Š�•�Ž �•�‘�Ž �–�˜�œ�• �û�›�Ž�œ�™�ï �•�Ž�Š�œ�•�ü �œ�’�•�—�’���Œ�Š�—�• �‹�¢�•�Ž � �’�•�‘�’�— �Š
� �˜�›�•�ï

�
�Ž�—�Œ�Ž�ð �•�‘�Ž �Œ�‘�˜�’�Œ�Ž �’�œ �‹�˜�ž�—�• �•�˜ �Ž�’�•�‘�Ž�› �•�˜�•�•�˜�  �•�‘�Ž �•�’�4�•�Ž �Ž�—�•�’�Š�— �˜�› �•�‘�Ž �‹�’�• �Ž�—�•�’�Š�— �Œ�˜�—�Ÿ�Ž�—�•�’�˜�—�ï
���Ž �•�˜�ž�—�• �—�ž�–�‹�Ž�›�’�—�• �•�‘�Ž �‹�’�•�œ �û�˜�› �‹�¢�•�Ž�œ�ü � �’�•�‘ �’�—�Œ�›�Ž�Š�œ�’�—�• �™�˜� �Ž�›�œ �˜�•2 �û�˜�›256�ü �Š �‹�’�• �Ž�Š�œ�’�Ž�› �•�˜
�Ž�¡�™�›�Ž�œ�œ �•�‘�Š�— �•�˜ �•�˜�•�•�˜�  �Š �•�Ž�Œ�›�Ž�Š�œ�’�—�• �›�ž�•�Ž�ï ���ž�›�•�‘�Ž�›�–�˜�›�Ž�ð �’�— �’�•�œ �Œ�Š�•�• �•�˜�› ���
���,�Y�ð �������� �•�Ž���—�Ž�• �Š
�›�Ž�•�Ž�›�Ž�—�Œ�Ž �™�•�Š�•�•�˜�›�– �•�‘�Š�• �‘�Š�™�™�Ž�—�œ �•�˜ �‹�Ž �•�’�4�•�Ž �Ž�—�•�’�Š�— �ý�X�]�þ�ï ���˜ � �Ž �•�Ž�Œ�’�•�Ž�• �•�˜ �•�˜�•�•�˜�  �•�‘�Ž �Œ�˜�—�Ÿ�Ž�—�,
�•�’�˜�—�œ �•�Ž�•�Š�’�•�Ž�• �Š�‹�˜�Ÿ�Ž�ï

���‘�Ž �Œ�˜�—�Ÿ�Ž�—�•�’�˜�— �’�— �•�‘�Ž�8�S�G�D�W�H�•�ž�—�Œ�•�’�˜�— �˜�• �����������œ ������ �’�œ �•�’���Ž�›�Ž�—�•�ð �Š�—�• �•�‘�’�œ �’�œ �•�‘�Ž �›�Ž�Š�œ�˜�—
�•�˜�› �Š�™�™�•�¢�’�—�• �•�‘�Ž �•�˜�›�–�Š�• �‹�’�• �›�Ž�˜�›�•�Ž�›�’�—�• �•�Ž�œ�Œ�›�’�‹�Ž�• �’�— �ý�W�W�þ�ï ���• �•�˜�›�–�Š�•�’�£�Ž�œ �•�‘�Ž �Œ�‘�˜�œ�Ž�— �•�›�Š�—�œ�•�Š�•�’�˜�—
�‹�Ž�•� �Ž�Ž�— �•�‘�Ž �•� �˜ �Œ�˜�—�Ÿ�Ž�—�•�’�˜�—�œ�ð � �‘�’�•�Ž �‘�Š�Ÿ�’�—�• �Š �•�’�—�¢ �’�–�™�Š�Œ�• �˜�— �•�‘�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�ï ���— �™�›�Š�Œ�•�’�Œ�Ž�ð
�˜�—�•�¢ �•�‘�Ž �‹�’�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �•�Š�œ�• �‹�¢�•�Ž �û� �‘�Ž�— �’�—�Œ�˜�–�™�•�Ž�•�Ž�ü �˜�• �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž �—�Ž�Ž�• �•�˜ �‹�Ž �œ�‘�’���Ž�•�ï

�W�ï�Y ���™�Ž�›�Š�•�’�˜�— �Œ�˜�ž�—�•

���˜�› �
�R�P�P�N�X�ð �•�‘�Ž �‹�ž�•�” �˜�• �•�‘�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• �•�˜�Ž�œ �’�—�•�˜ �•�‘�Ž�
�R�P�P�N�X�,f �™�Ž�›�–�ž�•�Š�•�’�˜�— �Š�—�• �•�‘�Ž ������ �˜�•
�•�‘�Ž �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž �‹�•�˜�Œ�”�œ �’�—�•�˜ �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž�ï ���˜�› �Š�— �’�—�™�ž�• �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž �˜�•l �‹�’�•�œ�ð �•�‘�Ž �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �‹�•�˜�Œ�”�œ �•�˜
�™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�ð �˜�› �’�— �˜�•�‘�Ž�› � �˜�›�•�œ�ð �•�‘�Ž �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �Œ�Š�•�•�œ �•�˜�
�R�P�P�N�X�,f �ð �’�œ �•�’�Ÿ�Ž�— �‹�¢�ñ⌈

l + 2
r

⌉
.

�W�V �&�[�W



�W�ï �	�Ž�—�Ž�›�Š�• �Š�œ�™�Ž�Œ�•�œ �
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž� 

r c ���Ž�•�Š�•�’�Ÿ�Ž �™�Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž
�[�]�\ �W�V�X�Z ÷1.778
�^�Y�X �]�\�^ ÷1.231

�W�V�X�Z�[�]�\ �W
�W�V�^�^�[�W�X ×1.063
�W�W�[�X�Z�Z�^ ×1.125
�W�X�W�\�Y�^�Z ×1.188
�W�X�^�V�Y�X�V ×1.250
�W�Y�Z�Z�X�[�\ ×1.312
�W�Z�V� �̂W�_�X ×1.375

���Š�‹�•�Ž �W�ï�W�ñ���Ž�•�Š�•�’�Ÿ�Ž �™�Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f [r + c = 1600] � �’�•�‘ �›�Ž�œ�™�Ž�Œ�• �•�˜�
�R�P�P�N�X[]�ï

���˜�› �Š�— �˜�ž�•�™�ž�• �•�Ž�—�•�•�‘n �œ�–�Š�•�•�Ž�› �•�‘�Š�— �˜�› �Ž�š�ž�Š�• �•�˜ �•�‘�Ž �‹�’�•�›�Š�•�Ž�ð �•�‘�Ž �œ�š�ž�Ž�Ž�£�’�—�• �™�‘�Š�œ�Ž �•�˜�Ž�œ �—�˜�•
�’�–�™�•�¢ �Š�—�¢ �Š�•�•�’�•�’�˜�—�Š�• �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�•�ï �
�˜� �Ž�Ÿ�Ž�›�ð �’�• �–�˜�›�Ž �˜�ž�•�™�ž�• �‹�’�•�œ �Š�›�Ž �—�Ž�Ž�•�Ž�•�ð �•�‘�Ž �Š�•�•�’�•�’�˜�—�Š�•
�—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �Œ�Š�•�•�œ �•�˜�
�R�P�P�N�X�,f �•�˜�› �Š�—n�,�‹�’�• �˜�ž�•�™�ž�• �’�œ⌈ n

r ⌉ − 1�ï
���‘�Ž�— �Ž�Ÿ�Š�•�ž�Š�•�’�—�•�
�R�P�P�N�X�ð �•�‘�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• �•�’�–�Ž �’�œ �•�˜�–�’�—�Š�—�•�•�¢ �œ�™�Ž�—�• �’�— �•�‘�Ž �Ž�Ÿ�Š�•�ž�Š�•�’�˜�— �˜�•

�
�R�P�P�N�X�,f �ï ���— �•�˜�˜�• �Š�™�™�›�˜�¡�’�–�Š�•�’�˜�—�ð �•�‘�Ž �•�‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�• �˜�•�
�R�P�P�N�X�•�˜�› �•�˜�—�• �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž�œ �’�œ �•�‘�Ž�›�Ž�•�˜�›�Ž
�™�›�˜�™�˜�›�•�’�˜�—�Š�• �•�˜r �•�˜�› �Š �•�’�Ÿ�Ž�— �™�Ž�›�–�ž�•�Š�•�’�˜�— � �’�•�•�‘b�ï ���˜�› �’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž�œ � �’�•�‘r + c = 1600�ð � �Ž � �’�•�•
�˜���Ž�— � �›�’�•�Ž �™�Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž ���•�ž�›�Ž�œ �•�˜�› �•�‘�Ž �•�Ž�•�Š�ž�•�• �‹�’�•�›�Š�•�Žr = 1024�ï ���˜ �Ž�œ�•�’�–�Š�•�Ž �•�‘�Ž �™�Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž
�•�˜�› �Š�—�˜�•�‘�Ž�› �‹�’�•�›�Š�•�Ž�ð ���Š�‹�•�Ž�W�ï�W�™�›�˜�Ÿ�’�•�Ž�œ �•�‘�Ž �™�Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž �›�Ž�•�Š�•�’�Ÿ�Ž �•�˜ �•�‘�Ž �•�Ž�•�Š�ž�•�• �‹�’�•�›�Š�•�Ž�ï ���‘�’�œ
�’�œ �Ÿ�Š�•�’�• �•�˜�› �•�˜�—�• �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž�œ�ò �•�˜�› �œ�‘�˜�›�• �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž�œ�ð �•�‘�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• �•�’�–�Ž �’�œ �•�Ž�•�Ž�›�–�’�—�Ž�• �‹�¢ �•�‘�Ž
�›�Ž�š�ž�’�›�Ž�• �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �Œ�Š�•�•�œ �•�˜�
�R�P�P�N�X�,f �û�Ž�ï�•�ï�ð �˜�—�Ž � �‘�Ž�—l ≤ r− 2�ü�ï

���— �Š �™�•�Š�•�•�˜�›�– �œ�ž�™�™�˜�›�•�’�—�• �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �˜�—w�,�‹�’�• � �˜�›�•�œ�ð �Ž�Š�Œ�‘ �•�Š�—�Ž �Œ�Š�— �‹�Ž �–�Š�™�™�Ž�• �•�˜ �œ�ž�Œ�‘
�Š � �˜�›�•�ï ���• �•�‘�Ž �™�•�Š�•�•�˜�›�– �œ�ž�™�™�˜�›�•�œ �˜�—�•�¢ �œ�–�Š�•�•�Ž�›�ðm�,�‹�’�• � �˜�›�•�œ�ð �Ž�Š�Œ�‘ �•�Š�—�Ž �‘�Š�œ �•�˜ �‹�Ž �–�Š�™�™�Ž�• �•�˜
b/m �œ�ž�Œ�‘ � �˜�›�•�œ�ï ���‘�Ž�›�Ž �Š�›�Ž �•�’���Ž�›�Ž�—�• �”�’�—�•�œ �˜�• �–�Š�™�™�’�—�•�œ�ï ���œ �•�˜�—�• �Š�œ �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �–�Š�™�™�’�—�• �’�œ
�Š�™�™�•�’�Ž�• �•�˜ �Š�•�• �•�Š�—�Ž�œ�ð �Ž�Š�Œ�‘ �‹�’�•� �’�œ�Ž ���˜�˜�•�Ž�Š�— �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�— �˜�— �Š �•�Š�—�Ž �’�œ �•�›�Š�—�œ�•�Š�•�Ž�• �Š�œb/m �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ
�˜�— ������ � �˜�›�•�œ�ï ���‘�Ž �–�˜�œ�• �œ�•�›�Š�’�•�‘�•�•�˜�›� �Š�›�• �–�Š�™�™�’�—�• �’�œ �•�˜ �•�Š�”�Ž �Š�œ ������ � �˜�›�•i �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž �‹�’�•�œ
� �’�•�‘ z = mi . . . m(i + 1)− 1�ï ���— �•�‘�Š�• �Œ�Š�œ�Ž�ð �•�‘�Žb�,�‹�’�• �›�˜�•�Š�•�’�˜�—�œ �—�Ž�Ž�• �•�˜ �‹�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Ž�• �ž�œ�’�—�• �Š
�—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �œ�‘�’���œ �Š�—�• �‹�’�•� �’�œ�Ž ���˜�˜�•�Ž�Š�— �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ�ï ���—�˜�•�‘�Ž�› �™�˜�œ�œ�’�‹�•�Ž �–�Š�™�™�’�—�•�ð �•�‘�Š�• �•�›�Š�—�œ�•�Š�•�Ž�œ
�•�‘�Žb�,�‹�’�• �›�˜�•�Š�•�’�˜�—�œ �’�—�•�˜ �Š �œ�Ž�›�’�Ž�œ �˜�•m�,�‹�’�• ������ � �˜�›�• �›�˜�•�Š�•�’�˜�— �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ�ð �’�œ �’�—�•�›�˜�•�ž�Œ�Ž�• �’�—
���Ž�Œ�•�’�˜�—�X�ï�W�ï

���• � �Ž �ž�œ�Ž �Šb�,�‹�’�• �™�•�Š�•�•�˜�›�–�ð �•�‘�Ž �Ž�Ÿ�Š�•�ž�Š�•�’�˜�— �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f [b] �ž�œ�Ž�œ �’�— �•�Ž�›�–�œ �˜�• �•�Š�—�Ž �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ

�
 76nr �������œ�ð

�
 25nr �������œ �Š�—�•25nr �������œ�ð �Š�—�•

�
 29nr b�,�‹�’�• �›�˜�•�Š�•�’�˜�—�œ�ï

���˜�›�
�R�P�P�N�X�,f [1600] �œ�™�Ž�Œ�’���Œ�Š�•�•�¢�ð �•�‘�’�œ �‹�Ž�Œ�˜�–�Ž�œ

�
 1824 �������œ�ð

�
 600 �������œ �Š�—�•600 �������œ�ð �Š�—�•

�
 696 64�,�‹�’�• �›�˜�•�Š�•�’�˜�—�œ�ï

���˜�–�Ž �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�— �œ�Ž�•�œ �™�›�˜�™�˜�œ�Ž �Š�— �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�— �•�‘�Š�• �Œ�˜�–�‹�’�—�Ž�œ �•�‘�Ž ������ �Š�—�• ������ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ
�’�— �˜�—�Ž �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�— �Š�œ �’�—χ�ð �’�ï�Ž�ï�ðc ← (NOT a) AND b�ï ���• �œ�ž�Œ�‘ �Š�— �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�— �’�œ �—�˜�• �Š�Ÿ�Š�’�•�Š�‹�•�Ž �˜�—
�Š �������ð �Š�•�–�˜�œ�• �^�V�– �˜�• �•�‘�Ž ������ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �Œ�Š�— �‹�Ž �›�Ž�–�˜�Ÿ�Ž�• �‹�¢ �Š�™�™�•�¢�’�—�• �Š�•�Š�—�Ž �Œ�˜�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�,
�’�—�• �•�›�Š�—�œ�•�˜�›�–�Š�œ �Ž�¡�™�•�Š�’�—�Ž�• �’�— ���Ž�Œ�•�’�˜�—�X�ï�X�ð �•�ž�›�—�’�—�• �Š �œ�ž�‹�œ�Ž�• �˜�• �•�‘�Ž ������ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �’�—�•�˜ ����
�˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ�ï

�W�W �&�[�W



�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �W�ï �	�Ž�—�Ž�›�Š�• �Š�œ�™�Ž�Œ�•�œ

���- ���j���] �6�$ �/�1�.�5�(�#�$ � �2�(�,�/�+�$ �(�,�/�+�$�,�$�-�3� �3�(�.�- �Y�"� �+�+�$�#�6�L�P�S�O�H�Z �3�'� �3 �,� �/�2 � �+� �-�$ �3�. � �ø����
�6�.�1�# �.�% �i�] �b�g�] �d�c �.�1 �g�e �!�(�3�2�] � �-�# �'�$�-�"�$ �(�2 �2�4�(�3� �!�+�$ �%�.�1�
�R�P�P�N�X� f̂ ���c�a�a���]�
�R�P�P�N�X� f̂ ���e�a�a���]
�
�R�P�P�N�X� f̂ ���i�a�a�� � �-�#�
�R�P�P�N�X� f̂ ���b�g�a�a���_

�W�ï�Z ���Ž�–�˜�›�¢

���— �•�Ž�›�–�œ �˜�• �–�Ž�–�˜�›�¢ �ž�œ�Š�•�Ž�ð�
�R�P�P�N�X�‘�Š�œ �—�˜ �•�Ž�Ž�•�•�˜�›� �Š�›�• �•�˜�˜�™�ð �Š�œ �˜�™�™�˜�œ�Ž�• �•�˜ �–�Š�—�¢ �˜�•�‘�Ž�›
�Œ�˜�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ�ð �Š�—�• �•�‘�Ž �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž �‹�•�˜�Œ�” �Œ�Š�— �‹�Ž �•�’�›�Ž�Œ�•�•�¢ �������Ž�• �’�—�•�˜ �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž�ï ���‘�’�œ �Œ�Š�— �‹�Ž�—�Ž���•
�Š�™�™�•�’�Œ�Š�•�’�˜�—�œ �•�˜�› � �‘�’�Œ�‘ �•�‘�Ž �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž �’�œ �•�˜�›�–�Š�4�Ž�• �˜�— �•�‘�Ž ���¢ �˜�› �•�˜�Ž�œ �—�˜�• �—�Ž�Ž�• �•�˜ �‹�Ž �”�Ž�™�• �Š���Ž�›
�‹�Ž�’�—�• �‘�Š�œ�‘�Ž�•�ï ���‘�’�œ �Š�•�œ�˜ �Š�™�™�•�’�Ž�œ � �‘�Ž�›�Ž �•�‘�Ž �‘�Š�œ�‘�’�—�• ������ �‘�Š�œ �•�˜ �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�• �Š �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž �š�ž�Ž�ž�Ž�ï
���— �•�Ž�—�Ž�›�Š�• �Š �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž �š�ž�Ž�ž�Ž �–�ž�œ�• �‹�Ž �Š�•�•�˜�Œ�Š�•�Ž�•�ð � �‘�’�Œ�‘ �Œ�Š�— �‹�Ž �Š�Ÿ�˜�’�•�Ž�• �•�˜�› �œ�™�˜�—�•�Ž �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�œ
�˜�› �œ�’�–�’�•�Š�›�ï

���‘�Ž �Š�–�˜�ž�—�• �˜�• � �˜�›�”�’�—�• �–�Ž�–�˜�›�¢ �’�œ �•�’�–�’�•�Ž�• �•�˜ �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž�ð �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �—�ž�–�‹�Ž�› �Š�—�• �œ�˜�–�Ž
�Ž�¡�•�›�Š � �˜�›�”�’�—�• �–�Ž�–�˜�›�¢ �•�˜�›θ �Š�—�•χ�ï ���’�Ÿ�Žw�,�‹�’�• � �˜�›�•�œ �˜�• �Ž�¡�•�›�Š � �˜�›�”�’�—�• �–�Ž�–�˜�›�¢ �Š�•�•�˜�  �•�‘�Ž
�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�•θ �•�˜ �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž �•�‘�Ž ������ �˜�• �•�‘�Ž �œ�‘�Ž�Ž�•�œ�ð � �‘�’�•�Ž �•�‘�Ž�¢ �Œ�Š�— �‘�˜�•�• �•�‘�Ž ���Ÿ�Ž �•�Š�—�Ž�œ �˜�•
�Š �™�•�Š�—�Ž � �‘�Ž�—χ �’�œ �‹�Ž�’�—�• �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�•�ï

���— �Ž���Œ�’�Ž�—�• �–�Ž�–�˜�›�¢�,�Œ�˜�—�œ�•�›�Š�’�—�Ž�• �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž �’�œ �™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Ž�• �’�— ���Ž�Œ�•�’�˜�—�X�ï�[�ï

���7� �,�/�+�$�2 �.�% �(�,�/�+�$�,�$�-�3� �3�(�.�-�2 �3�'� �3 �4�2�$ � �+�(�,�(�3�$�# � �,�.�4�-�3 �.�% �,�$�,�.�1�8 �"� �- �!�$ �%�.�4�-�# �(�- �3�'�$
�&�R�P�S�D�F�W�] �&�R�P�S�D�F�W���] �,�Q�S�O�D�F�H� �-�# �,�Q�S�O�D�F�H�����%�,�(�,�/�+�$�,�$�-�3� �3�(�.�-�2 �(�- ���j���_ ���.�,�$ �.�% �3�'�$�2�$
�(�,�/�+�$�,�$�-�3� �3�(�.�-�2 � �+�2�. �/�1�.�5�(�#�$ � �- �=���� �6�(�3�' � �,�$�2�2� �&�$ �0�4�$�4�$ �2�4�"�' � �2�,�Q�L�W�] �8�S�G�D�W�H� �-�#
�)�L�Q�D�O�] �%�.�1 �6�'�(�"�' �-�. �$�7�3�1� �,�$�,�.�1�8 �-�$�$�#�2 �3�. �!�$ � �+�+�.�"� �3�$�#�_
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���‘�Š�™�•�Ž�› �X

���–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž�œ

���— �•�‘�’�œ �Œ�‘�Š�™�•�Ž�›�ð � �Ž �’�—�•�›�˜�•�ž�Œ�Ž �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž�œ �•�‘�Š�• �Œ�Š�— �‹�Ž �ž�œ�Ž�• �•�˜ �˜�™�•�’�–�’�£�Ž �œ�˜��� �Š�›�Ž �Š�—�• �‘�Š�›�•� �Š�›�Ž
�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�œ�ð �—�Š�–�Ž�•�¢ �‹�’�• �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�•�ð �•�Š�—�Ž �Œ�˜�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�’�—�•�ð �™�•�Š�—�Ž�,�™�Ž�›�,�™�•�Š�—�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�•
�Š�—�• �Ž���Œ�’�Ž�—�• �’�—�,�™�•�Š�Œ�Ž �Ž�Ÿ�Š�•�ž�Š�•�’�˜�—�ï

�X�ï�W ���’�• �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�•

���‘�Ž �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž �˜�• �‹�’�• �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �Œ�˜�—�œ�’�œ�•�œ �’�— �Œ�˜�•�’�—�• �Š�—w�,�‹�’�• �•�Š�—�Ž �Š�œ �Š�— �Š�›�›�Š�¢ �˜�•s = w/m
������ � �˜�›�•�œ �˜�•m �‹�’�•�œ �Ž�Š�Œ�‘�ð � �’�•�‘ � �˜�›�•ζ �Œ�˜�—�•�Š�’�—�’�—�• �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž �‹�’�•�œ � �’�•�‘z ≡ ζ (mod s)�ï �
�Ž�›�Ž�ðs
�’�œ �Œ�Š�•�•�Ž�• �•�‘�Ž�’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �•�Š�Œ�•�˜�›�ï ���‘�’�œ �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž �Œ�Š�— �‹�Ž �Š�™�™�•�’�Ž�• �•�˜ �Š�—�¢ �Ÿ�Ž�›�œ�’�˜�— �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �•�˜
�Š�—�¢ ������ � �’�•�‘ � �˜�›�• �•�Ž�—�•�•�‘m �•�‘�Š�• �•�’�Ÿ�’�•�Ž�œ �’�•�œ �•�Š�—�Ž �•�Ž�—�•�•�‘w�ï

���Ž ���›�œ�• �•�›�Ž�Š�• �•�‘�Ž �Œ�˜�—�Œ�›�Ž�•�Ž �Œ�Š�œ�Ž �˜�• �\�Z�,�‹�’�• �•�Š�—�Ž�œ �Š�—�• �Y�X�,�‹�’�• ������ � �˜�›�•�œ�ð �œ�˜ �Š �•�Š�Œ�•�˜�›�,�X �’�—�•�Ž�›�,
�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�•�ï �� �\�Z�,�‹�’�• �•�Š�—�Ž �’�œ �Œ�˜�•�Ž�• �Š�œ �•� �˜ �Y�X�,�‹�’�• � �˜�›�•�œ�ð �˜�—�Ž �Œ�˜�—�•�Š�’�—�’�—�• �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž �‹�’�•�œ � �’�•�‘ �Ž�Ÿ�Ž�—z�,
�Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž �Š�—�• �•�‘�Ž �˜�•�‘�Ž�› �•�‘�˜�œ�Ž � �’�•�‘ �˜�•�•z�,�Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ�ï ���˜�›�Ž �Ž�¡�Š�Œ�•�•�¢�ð �Š �•�Š�—�ŽL[z] = a[x][y][z]
�’�œ �–�Š�™�™�Ž�• �˜�—�•�˜ � �˜�›�•�œU0 �Š�—�•U1 � �’�•�‘ U0[j] = L[2j] �Š�—�•U1[j] = L[2j + 1]�ï ���• �Š�•�• �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž�œ �˜�•
�•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž �Š�›�Ž �Œ�˜�•�Ž�• �•�‘�’�œ � �Š�¢�ð �•�‘�Ž �‹�’�•� �’�œ�Ž ���˜�˜�•�Ž�Š�— �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �Œ�Š�— �‹�Ž �œ�’�–�™�•�¢ �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Ž�• � �’�•�‘
�‹�’�•� �’�œ�Ž ���˜�˜�•�Ž�Š�— �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�—�• �˜�— �•�‘�Ž � �˜�›�•�œ�ï ���‘�Ž �–�Š�’�— �‹�Ž�—�Ž���• �’�œ �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž �•�›�Š�—�œ�,
�•�Š�•�’�˜�—�œ �’�—ρ �Š�—�•θ �Œ�Š�— �—�˜�  �‹�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Ž�• � �’�•�‘ �Y�X�,�‹�’�• � �˜�›�• �›�˜�•�Š�•�’�˜�—�œ�ï �� �•�›�Š�—�œ�•�Š�•�’�˜�— �˜�•L � �’�•�‘
�Š�— �Ž�Ÿ�Ž�— �˜���œ�Ž�•2τ �Œ�˜�›�›�Ž�œ�™�˜�—�•�œ �•�˜ �•�‘�Ž �•�›�Š�—�œ�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �•� �˜ �Œ�˜�›�›�Ž�œ�™�˜�—�•�’�—�• � �˜�›�•�œ � �’�•�‘ �˜���œ�Ž�•
τ�ï �� �•�›�Š�—�œ�•�Š�•�’�˜�— �˜�•L � �’�•�‘ �Š�— �˜�•�• �˜���œ�Ž�•2τ + 1 �Œ�˜�›�›�Ž�œ�™�˜�—�•�œ �•�˜U0 ← ROT32(U1, τ + 1) �Š�—�•
U1 ← ROT32(U0, τ)�ï ���— �Š �Y�X�,�‹�’�• �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�› � �’�•�‘ �Ž���Œ�’�Ž�—�• �›�˜�•�Š�•�’�˜�— �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ�ð �•�‘�’�œ �–�Š�¢ �•�’�Ÿ�Ž
�Š�— �’�–�™�˜�›�•�Š�—�• �Š�•�Ÿ�Š�—�•�Š�•�Ž �Œ�˜�–�™�Š�›�Ž�• �•�˜ �•�‘�Ž �œ�•�›�Š�’�•�‘�•�•�˜�›� �Š�›�• �–�Š�™�™�’�—�• �˜�• �•�Š�—�Ž�œ �•�˜ ������ � �˜�›�•�œ�ï
���•�•�’�•�’�˜�—�Š�•�•�¢�ð �Š �•�›�Š�—�œ�•�Š�•�’�˜�— � �’�•�‘ �Š�— �˜���œ�Ž�• �Ž�š�ž�Š�• �•�˜ �W �˜�›−1 �›�Ž�œ�ž�•�•�œ �’�— �˜�—�•�¢ �Š �œ�’�—�•�•�Ž ������ � �˜�›�•
�›�˜�•�Š�•�’�˜�—�ï ���˜�›�
�R�P�P�N�X�,f �ý�W�\�V�V�þ �œ�™�Ž�Œ�’���Œ�Š�•�•�¢�ð �•�‘�’�œ �’�œ �•�‘�Ž �Œ�Š�œ�Ž �•�˜�› �\ �˜�ž�• �˜�• �•�‘�Ž �X�_ �•�Š�—�Ž �•�›�Š�—�œ�•�Š�•�’�˜�—�œ
�’�— �Ž�Š�Œ�‘ �›�˜�ž�—�• �û�[ �’�—θ �Š�—�• �W �’�—ρ�ü�ï

���˜�›�Ž �•�Ž�—�Ž�›�Š�•�•�¢�ð �•�Ž�• �ž�œ �Œ�˜�—�œ�’�•�Ž�› �Š�— �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �•�Š�Œ�•�˜�›s�ï ���‘�Ž � �˜�›�•�œUζ �ð � �’�•�‘ζ ∈ Zs�ð
�›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�• �•�‘�Ž �•�Š�—�ŽL�ï ���•�• �•�‘�Ž �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �˜�— �•�‘�Žζ �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž �Š�›�Ž �Œ�˜�—�œ�’�•�Ž�›�Ž�• �–�˜�•�ž�•�˜s�ï ��
�•�›�Š�—�œ�•�Š�•�’�˜�— �˜�•L �‹�¢τ �™�˜�œ�’�•�’�˜�—�œ �Œ�Š�ž�œ�Ž�œ �Ž�Š�Œ�‘ � �˜�›�•Uζ �•�˜ �‹�Ž �–�˜�Ÿ�Ž�• �•�˜Uζ ′ � �’�•�‘ ζ ′ = ζ + τ�ð �Š�—�•
�•�˜ �‹�Ž �›�˜�•�Š�•�Ž�• �‹�¢⌊ τ

s ⌋+ 1 �‹�’�•�œ �’�•ζ ′ < τ mod s �˜�› �‹�¢⌊ τ
s ⌋ �‹�’�•�œ �’�•ζ ′ ≥ τ mod s�ï

���‘�Ž �‹�’�•�,�’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �Œ�Š�— �‹�Ž �ž�œ�Ž�• �’�— �Š�•�• �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f � �‘�Ž�›�Ž �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �Š�—�•
�˜�ž�•�™�ž�• �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �Š�œ�œ�ž�–�Ž �•�‘�’�œ �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�ï ���‘�’�œ �’�–�™�•�’�Ž�œ �•�‘�Š�• �•�ž�›�’�—�• �•�‘�Ž �Š�‹�œ�˜�›�‹�’�—�• �•�‘�Ž
�’�—�™�ž�• �‹�•�˜�Œ�”�œ �–�ž�œ�• �‹�Ž �™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Ž�• �’�— �‹�’�•�,�’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �Š�—�• �•�ž�›�’�—�• �•�‘�Ž �œ�š�ž�Ž�Ž�£�’�—�•
�•�‘�Ž �˜�ž�•�™�ž�• �‹�•�˜�Œ�”�œ �Š�›�Ž �–�Š�•�Ž �Š�Ÿ�Š�’�•�Š�‹�•�Ž �’�— �‹�’�•�,�’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�ï ���‘�Ž�— �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�’�—�•
�
�R�P�P�N�X�’�— �œ�•�›�’�Œ�• �Œ�˜�–�™�•�’�Š�—�Œ�Ž �•�˜ �•�‘�Ž �œ�™�Ž�Œ�’���Œ�Š�•�’�˜�—�œ �ý�W�V�þ�ð �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �‹�•�˜�Œ�”�œ �–�ž�œ�• �‹�Ž �•�›�Š�—�œ�•�˜�›�–�Ž�•
�•�˜ �•�‘�Ž �‹�’�•�,�’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �Š�—�• �•�‘�Ž �˜�ž�•�™�ž�• �‹�•�˜�Œ�”�œ �–�ž�œ�• �‹�Ž �•�›�Š�—�œ�•�˜�›�–�Ž�• �‹�Š�Œ�” �•�˜
�•�‘�Ž �œ�•�Š�—�•�Š�›�• �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�ï �
�˜� �Ž�Ÿ�Ž�›�ð �˜�—�Ž �Œ�Š�— �’�–�Š�•�’�—�Ž �Š�™�™�•�’�Œ�Š�•�’�˜�—�œ �•�‘�Š�• �›�Ž�š�ž�’�›�Ž �Š �œ�Ž�Œ�ž�›�Ž
�œ�™�˜�—�•�Ž �•�ž�—�Œ�•�’�˜�— �‹�ž�• �—�˜ �’�—�•�Ž�›�˜�™�Ž�›�Š�‹�’�•�’�•�¢ � �’�•�‘ �›�Ž�œ�™�Ž�Œ�• �•�˜ �•�‘�Ž �Ž�¡�Š�Œ�• �Œ�˜�•�’�—�•�ï ���— �•�‘�Š�• �Œ�Š�œ�Ž �˜�—�Ž
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�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �X�ï ���–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž�œ

�–�Š�¢ �™�›�Ž�œ�Ž�—�• �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �’�— �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�Ž�• �•�˜�›�– �Š�—�• �ž�œ�Ž �•�‘�Ž �˜�ž�•�™�ž�• �’�— �•�‘�’�œ �•�˜�›�– �•�˜�˜�ï ���‘�Ž �›�Ž�œ�ž�•�•�’�—�•
�•�ž�—�Œ�•�’�˜�— � �’�•�• �˜�—�•�¢ �•�’���Ž�› �•�›�˜�–�
�R�P�P�N�X�‹�¢ �•�‘�Ž �˜�›�•�Ž�› �˜�• �‹�’�•�œ �’�— �’�•�œ �’�—�™�ž�• �Š�—�• �˜�ž�•�™�ž�•�ï

���— �‘�Š�œ�‘�’�—�• �Š�™�™�•�’�Œ�Š�•�’�˜�—�œ�ð �•�‘�Ž �˜�ž�•�™�ž�• �’�œ �ž�œ�ž�Š�•�•�¢ �”�Ž�™�• �œ�‘�˜�›�• �Š�—�• �œ�˜�–�Ž �˜�Ÿ�Ž�›�‘�Ž�Š�• �’�œ �Œ�Š�ž�œ�Ž�• �‹�¢
�Š�™�™�•�¢�’�—�• �•�‘�Ž �‹�’�•�,�’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �•�›�Š�—�œ�•�˜�›�– �•�˜ �•�‘�Ž �’�—�™�ž�•�ï ���ž�Œ�‘ �Š �•�›�Š�—�œ�•�˜�›�– �Œ�Š�— �‹�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Ž�•
�ž�œ�’�—�• �œ�‘�’���œ �Š�—�• �‹�’�•� �’�œ�Ž �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ�ï ���˜�› �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�’�—�•�
�R�P�P�N�X�,f �ý�W�\�V�V�þ �˜�— �Š �Y�X�,�‹�’�• �������ð � �Ž
�–�ž�œ�• �•�’�œ�•�›�’�‹�ž�•�Ž �•�‘�Ž �\�Z �‹�’�•�œ �˜�• �Š �•�Š�—�Ž �•�˜ �•� �˜ �Y�X�,�‹�’�• � �˜�›�•�œ�ï ���— �œ�˜�–�Ž �™�•�Š�•�•�˜�›�–�œ�ð �•�˜�˜�”�,�ž�™ �•�Š�‹�•�Ž�œ
�Œ�Š�— �œ�™�Ž�Ž�• �ž�™ �•�‘�’�œ �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�ð �Š�•�•�‘�˜�ž�•�‘ �•�‘�Ž �•�Š�’�— �’�œ �—�˜�• �Š�•� �Š�¢�œ �œ�’�•�—�’���Œ�Š�—�•�ï

���$�5�$�1� �+ �$�7� �,�/�+�$�2 �.�% �(�,�/�+�$�,�$�-�3� �3�(�.�-�2 �,� �*�(�-�& �4�2�$ �.�% �!�(�3 �(�-�3�$�1�+�$� �5�(�-�& �"� �- �!�$ �%�.�4�-�# �(�- ���j���]
�-�.�3� �!�+�8 �3�'�$�5�H�I�H�U�H�Q�F�H�����%�,� �-�# �6�L�P�S�O�H�����%�,�(�,�/�+�$�,�$�-�3� �3�(�.�-�2�_ �=�+�2�.�] �3�'�$�2�S�W�L�P�L�]�H�G����

�(�,�/�+�$�,�$�-�3� �3�(�.�- �"� �- �!�$ �2�$�3 �3�. �4�2�$ �+�.�.�*�^�4�/ �3� �!�+�$�2 �!�8 �#�$�Ð�-�(�-�& �3�'�$�8�V�H�,�Q�W�H�U�O�H�D�Y�H�7�D�E�O�H�V

�2�8�,�!�.�+ �(�-�.�H�F�F�D�N�)�������������R�S�W�������V�H�W�W�L�Q�J�V���K�_ ���-�3�$�1�,�$�#�(� �3�$ �5� �+�4�$�2 �3�. �'�$�+�/ �#�$�!�4�& � �!�(�3�^
�(�-�3�$�1�+�$� �5�$�# �(�,�/�+�$�,�$�-�3� �3�(�.�- �"� �- �!�$ �%�.�4�-�# �(�- �3�'�$ �Ð�+�$�.�H�F�F�D�N�3�H�U�P�X�W�D�W�L�R�Q�,�Q�W�H�U�P�H�G�L�D�W��

�H�9�D�O�X�H�V�����%�,���W�[�W�(�- ���i���_ ���(�-� �+�+�8�]�
�R�P�P�N�X���\�\�Y�`�"� �- �&�$�-�$�1� �3�$ �"�.�#�$ �3�'� �3 �,� �*�$ �4�2�$ �.�% �!�(�3
�(�-�3�$�1�+�$� �5�(�-�& �%�.�1 � �-�8 �+� �-�$ �2�(�9�$ � �-�# � �-�8 �Y�2�,� �+�+�$�1�Z �ø���� �6�.�1�# �2�(�9�$ ���h���_

�X�ï�X ���‘�Ž �•�Š�—�Ž �Œ�˜�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�’�—�• �•�›�Š�—�œ�•�˜�›�–

���‘�Ž �–�Š�™�™�’�—�•χ �Š�™�™�•�’�Ž�• �•�˜ �•�‘�Ž �[ �•�Š�—�Ž�œ �’�— �Š �™�•�Š�—�Ž �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�œ �[ �������œ�ð �[ ������ �Š�—�• �[ ������ �˜�™�Ž�›�,
�Š�•�’�˜�—�œ�ï ���‘�Ž �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• ������ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �Œ�Š�— �‹�Ž �›�Ž�•�ž�Œ�Ž�• �•�˜ �W �‹�¢ �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�’�—�• �Œ�Ž�›�•�Š�’�— �•�Š�—�Ž�œ �‹�¢
�•�‘�Ž�’�› �Œ�˜�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�ï ���— �•�‘�’�œ �œ�Ž�Œ�•�’�˜�— � �Ž �Ž�¡�™�•�Š�’�— �‘�˜�  �•�‘�’�œ �Œ�Š�— �‹�Ž �•�˜�—�Ž�ï

���˜�› �•�‘�Ž �œ�Š�”�Ž �˜�• �Œ�•�Š�›�’�•�¢ � �Ž �•�Ž�—�˜�•�Ž �•�‘�Ž ������ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�— �‹�¢⊕�ð �•�‘�Ž ������ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�— �‹�¢∧�ð
�•�‘�Ž ���� �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�— �‹�¢∨ �Š�—�• �•�‘�Ž ������ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�— �‹�¢⊕1�ï ���œ�œ�ž�–�Ž �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž � �’�•�‘x = 2 �’�œ
�›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Ž�• �’�•�œ �‹�’�•� �’�œ�Ž �Œ�˜�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•a[2]�ï ���‘�Ž �Ž�š�ž�Š�•�’�˜�— �•�˜�› �•�‘�Ž �‹�’�•�œ �˜�•A[0] �Œ�Š�— �‹�Ž �•�›�Š�—�œ�•�˜�›�–�Ž�•
�ž�œ�’�—�• �•�‘�Ž �•�Š�  �˜�• ���Ž ���˜�›�•�Š�— �ûa ∧ b = a ∨ b�ü�ñ

A[0] = a[0]⊕ (a[1]⊕ 1) ∧ (a[2]⊕ 1) = a[0]⊕ (a[1] ∨ a[2]) .

���‘�Ž �Ž�š�ž�Š�•�’�˜�— �•�˜�› �•�‘�Ž �‹�’�•�œ �˜�•A[1] �—�˜�  �‹�Ž�Œ�˜�–�Ž�œA[1] = a[1]⊕ (a[2] ∧ a[3])�ï ���‘�’�œ �›�Ž�œ�ž�•�•�œ �’�— �•�‘�Ž
�Œ�Š�—�Œ�Ž�•�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �•� �˜ ������ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �Š�—�•A[0] �‹�Ž�’�—�• �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Ž�• �‹�¢ �’�•�œ �Œ�˜�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�ï ���’�–�’�,
�•�Š�›�•�¢�ð �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�’�—�•a[4] �‹�¢ �’�•�œ �Œ�˜�–�™�•�Ž�–�Ž�—�• �Œ�Š�—�Œ�Ž�•�œ �•� �˜ �–�˜�›�Ž ������ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ�ï ���Ž �‘�Š�Ÿ�Ž

A[0] = a[0]⊕ (a[1] ∨ a[2]),
A[1] = a[1]⊕ (a[2] ∧ a[3]),
A[2] = a[2]⊕ (a[3] ∨ a[4]),
A[3] = a[3]⊕ (a[4] ∧ a[0]).

���— �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �‹�’�•�œ �˜�•A[4] �•�‘�Ž ������ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�— �Œ�Š�—�—�˜�• �‹�Ž �Š�Ÿ�˜�’�•�Ž�• � �’�•�‘�˜�ž�• �’�—�•�›�˜�,
�•�ž�Œ�’�—�• ������ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �’�— �˜�•�‘�Ž�› �™�•�Š�Œ�Ž�œ�ï ���Ž �•�˜ �‘�˜� �Ž�Ÿ�Ž�› �‘�Š�Ÿ�Ž �•� �˜ �˜�™�•�’�˜�—�œ�ñ

A[4] = a[4]⊕ ((a[0]⊕ 1) ∧ a[1]), �˜�›
A[4] = a[4]⊕ (a[0] ∨ (a[1]⊕ 1)).

�
�Ž�—�Œ�Ž �˜�—�Ž �Œ�Š�— �Œ�‘�˜�˜�œ�Ž �‹�Ž�•� �Ž�Ž�— �Œ�˜�–�™�ž�•�’�—�•A[4] �Š�—�•A[4]�ï ���— �Ž�Š�Œ�‘ �˜�• �•�‘�Ž �•� �˜ �Œ�Š�œ�Ž�œ �Š ������
�˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�— �–�ž�œ�• �‹�Ž �™�Ž�›�•�˜�›�–�Ž�• �˜�— �Ž�’�•�‘�Ž�›a[0] �˜�› �˜�—a[1]�ï ���‘�Ž�œ�Ž �Œ�Š�— �‹�Ž �ž�œ�Ž�• �•�˜ �Œ�˜�–�™�ž�•�ŽA[0]
�›�Š�•�‘�Ž�› �•�‘�Š�—A[0] �˜�› A[1] �›�Š�•�‘�Ž�› �•�‘�Š�—A[1]�ð �›�Ž�œ�™�Ž�Œ�•�’�Ÿ�Ž�•�¢�ð �Š�•�•�’�—�• �Š�—�˜�•�‘�Ž�› �•�Ž�•�›�Ž�Ž �˜�• �•�›�Ž�Ž�•�˜�–
�•�˜�› �•�‘�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Ž�›�ï ���— �•�‘�Ž �˜�ž�•�™�ž�• �œ�˜�–�Ž �•�Š�—�Ž�œ �Š�›�Ž �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Ž�• �‹�¢ �•�‘�Ž�’�› �Œ�˜�–�™�•�Ž�–�Ž�—�• �Š�—�• �•�‘�Ž
�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Ž�› �Œ�Š�— �Œ�‘�˜�˜�œ�Ž �•�›�˜�– �Z �˜�ž�•�™�ž�• �™�Š�4�Ž�›�—�œ�ï ���— �œ�‘�˜�›�•�ð �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�’�—�• �•�Š�—�Ž�œa[2] �Š�—�•a[4]
�‹�¢ �•�‘�Ž�’�› �Œ�˜�–�™�•�Ž�–�Ž�—�• �›�Ž�•�ž�Œ�Ž�œ �•�‘�Ž �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• ������ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �•�›�˜�– �[ �•�˜ �W �Š�—�• �›�Ž�™�•�Š�Œ�Ž�œ �X �˜�› �Y
������ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �‹�¢ ���� �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ�ï ���• �’�œ �Ž�Š�œ�¢ �•�˜ �œ�Ž�Ž �•�‘�Š�• �Œ�˜�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�’�—�• �Š�—�¢ �™�Š�’�› �˜�• �•�Š�—�Ž�œa[i]

�W�Z �&�[�W



�X�ï ���–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž�œ �
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž� 

�Š�—�•a[(i + 2) mod 5] � �’�•�• �›�Ž�œ�ž�•�• �’�— �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �›�Ž�•�ž�Œ�•�’�˜�—�ï ���˜�›�Ž�˜�Ÿ�Ž�›�ð �•�‘�’�œ �’�œ �Š�•�œ�˜ �•�‘�Ž �Œ�Š�œ�Ž � �‘�Ž�—
�Œ�˜�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�’�—�• �Š�•�• �•�Š�—�Ž�œ �Ž�¡�Œ�Ž�™�•a[i] �Š�—�•a[(i + 2) mod 5]�ï ���‘�’�œ �›�Ž�œ�ž�•�•�œ �’�— �W�V �™�˜�œ�œ�’�‹�•�Ž �’�—�™�ž�•
�™�Š�4�Ž�›�—�œ �’�— �•�˜�•�Š�•�ï

���•�Ž�Š�›�•�¢�ð �•�‘�’�œ �Œ�Š�— �‹�Ž �Š�™�™�•�’�Ž�• �•�˜ �Š�•�• �[ �™�•�Š�—�Ž�œ �˜�• �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž�ð �Ž�Š�Œ�‘ � �’�•�‘ �’�•�œ �˜� �— �’�—�™�ž�• �Š�—�• �˜�ž�•�™�ž�•
�™�Š�4�Ž�›�—�œ�ï ���Ž �Š�™�™�•�¢ �Š �Œ�˜�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�’�—�• �™�Š�4�Ž�›�— �û�˜�›�–�Š�œ�”�üp �Š�• �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �˜�•χ �Š�—�• �Œ�‘�˜�˜�œ�Ž �•�˜�› �Ž�Š�Œ�‘
�™�•�Š�—�Ž �Š�— �˜�ž�•�™�ž�• �™�Š�4�Ž�›�— �›�Ž�œ�ž�•�•�’�—�• �’�—P�ï ���‘�’�œ �˜�ž�•�™�ž�• �–�Š�œ�”P �™�›�˜�™�Š�•�Š�•�Ž�œ �•�‘�›�˜�ž�•�‘ �•�‘�Ž �•�’�—�Ž�Š�›
�œ�•�Ž�™�œθ�ðρ�ðπ �û�Š�—�•ι�ü �Š�œ �Š �œ�¢�–�–�Ž�•�›�’�Œ �•�’���Ž�›�Ž�—�Œ�Ž �™�Š�4�Ž�›�—�ð �•�˜ �›�Ž�œ�ž�•�• �’�— �¢�Ž�• �Š�—�˜�•�‘�Ž�› �û�œ�¢�–�–�Ž�•�›�’�Œ�ü
�–�Š�œ�”p′ = π(ρ(θ(P))) �Š�• �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �˜�•χ �˜�• �•�‘�Ž �—�Ž�¡�• �›�˜�ž�—�•�ï ���Ž �‘�Š�Ÿ�Ž �•�˜�˜�”�Ž�• �•�˜�› �Œ�˜�ž�™�•�Ž�œ �˜�•
�–�Š�œ�”�œ(p, P) �•�‘�Š�• �Š�›�Ž�›�˜�ž�—�•�,�’�—�Ÿ�Š�›�’�Š�—�•�ð �’�ï�Ž�ï�ð � �’�•�‘p = π(ρ(θ(P)))�ð �Š�—�• �•�˜�ž�—�• �˜�—�Ž �•�‘�Š�• �Œ�˜�–�™�•�Ž�,
�–�Ž�—�•�œ �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž�œ �’�— �•�‘�Ž �•�˜�•�•�˜� �’�—�• �\(x, y) �™�˜�œ�’�•�’�˜�—�œ �Š�• �•�‘�Ž �˜�ž�•�™�ž�• �˜�•χ �˜�› �’�—�™�ž�• �˜�•θ�ñ

P : {(1, 0), (2, 0), (3, 1), (2, 2), (2, 3), (0, 4)}.

�� �›�˜�ž�—�•�,�’�—�Ÿ�Š�›�’�Š�—�• �–�Š�œ�”P �Œ�Š�— �‹�Ž �Š�™�™�•�’�Ž�• �Š�• �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �ï ���‘�Ž �‹�Ž�—�Ž���• �’�œ �•�‘�Š�• �’�—
�Š�•�• �›�˜�ž�—�•�œ �^�V�– �˜�• �•�‘�Ž ������ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �Š�›�Ž �Œ�Š�—�Œ�Ž�•�•�Ž�•�ï ���‘�Ž �˜�ž�•�™�ž�• �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �Œ�Š�— �‹�Ž �Œ�˜�›�›�Ž�Œ�•�Ž�•
�‹�¢ �Š�™�™�•�¢�’�—�• �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �–�Š�œ�”P�ï ���‘�Ž �˜�Ÿ�Ž�›�‘�Ž�Š�• �˜�• �•�‘�’�œ �–�Ž�•�‘�˜�• �Œ�˜�–�Ž�œ �•�›�˜�– �Š�™�™�•�¢�’�—�• �•�‘�Ž �–�Š�œ�”�œ
�Š�• �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �Š�—�• �˜�ž�•�™�ž�• �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �ï ���‘�’�œ �˜�Ÿ�Ž�›�‘�Ž�Š�• �Œ�Š�— �‹�Ž �›�Ž�•�ž�Œ�Ž�• �‹�¢ �›�Ž�•�Ž���—�’�—�•�
�R�P�P�N�X�,f
�Š�œ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�—�• �˜�— �•�‘�Ž �–�Š�œ�”�Ž�• �œ�•�Š�•�Ž�ï ���— �•�‘�Š�• �Œ�Š�œ�Ž�ðP �–�ž�œ�• �‹�Ž �Š�™�™�•�’�Ž�• �•�˜ �•�‘�Ž �›�˜�˜�• �œ�•�Š�•�Ž0b �Š�—�•
�•�ž�›�’�—�• �•�‘�Ž �œ�š�ž�Ž�Ž�£�’�—�• �™�‘�Š�œ�Ž �œ�˜�–�Ž �•�Š�—�Ž�œ �û�Ž�ï�•�ï�ð �Z � �‘�Ž�—r = 16w�ü �–�ž�œ�• �‹�Ž �Œ�˜�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Ž�• �™�›�’�˜�›
�•�˜ �‹�Ž�’�—�• �™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Ž�• �Š�• �•�‘�Ž �˜�ž�•�™�ž�•�ï
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�X�ï�Y ���¡�•�Ž�—�•�’�—�• �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž �•�˜�› �œ�–�˜�˜�•�‘�Ž�› �œ�Œ�‘�Ž�•�ž�•�’�—�•

�� �—�Š�’�Ÿ�Ž �œ�Ž�›�’�Š�•�’�£�Ž�• �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž�
�R�P�P�N�X�,f �›�˜�ž�—�• �•�ž�—�Œ�•�’�˜�— � �˜�ž�•�• �™�Ž�›�•�˜�›�– �•�‘�Ž �•�’�•�,
�•�Ž�›�Ž�—�• �œ�•�Ž�™�œ �œ�Ž�š�ž�Ž�—�•�’�Š�•�•�¢�ñ �˜�—�Ž �™�‘�Š�œ�Ž �™�Ž�› �œ�•�Ž�™�ï ���— �œ�ž�Œ�‘ �Š �œ�Œ�‘�Ž�•�ž�•�’�—�• �•�‘�Ž �•�ž�•�• �œ�•�Š�•�Ž �’�œ �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�Ž�•
�•�˜�ž�› �•�’�–�Ž�œ �™�Ž�› �›�˜�ž�—�•�ð �•�¢�™�’�Œ�Š�•�•�¢ �›�Ž�œ�ž�•�•�’�—�• �’�— �‘�’�•�‘ �•�˜�Š�•�,�Š�—�•�,�œ�•�˜�›�Ž �˜�Ÿ�Ž�›�‘�Ž�Š�•�ï ���—�Ž �–�Š�¢ �›�Ž�•�ž�Œ�Ž
�•�‘�’�œ �—�ž�–�‹�Ž�› �‹�¢ �Œ�˜�–�‹�’�—�’�—�• �–�ž�•�•�’�™�•�Ž �œ�•�Ž�™�œ �’�— �Š �œ�’�—�•�•�Ž �™�‘�Š�œ�Ž�ï ���˜�› �Ž�¡�Š�–�™�•�Ž�ð �•�‘�Ž �•� �˜ �‹�’�• �•�›�Š�—�œ�,
�™�˜�œ�’�•�’�˜�—�œρ �Š�—�•π �Œ�Š�— �‹�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�• �’�— �Š �œ�’�—�•�•�Ž �™�‘�Š�œ�Ž�ï ���— �•�‘�’�œ �œ�Ž�Œ�•�’�˜�— � �Ž �•�Ž�œ�Œ�›�’�‹�Ž �Š �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž
�•�˜ �›�Ž�•�ž�Œ�Ž �•�‘�Ž �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �™�‘�Š�œ�Ž�œ �•�˜ �•� �˜�ï ���‘�Ž �–�Š�’�— �’�•�Ž�Š �’�œ �•�˜ �Š�•�˜�™�• �Š �›�Ž�•�ž�—�•�Š�—�• �œ�•�Š�•�Ž �›�Ž�™�›�Ž�,
�œ�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �•�‘�Š�• �’�—�Œ�•�ž�•�Ž�œ �•�‘�Ž �Œ�˜�•�ž�–�— �™�Š�›�’�•�’�Ž�œ�ï ���‘�Ž �–�Š�’�— �™�‘�Š�œ�Ž �ž�™�•�Š�•�Ž�œ �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž �‹�’�•�œ �Š�—�• �Œ�Š�—
�‹�Ž �œ�Ž�›�’�Š�•�’�£�Ž�• �•�˜� �— �•�˜ �•�‘�Ž �•�Ž�Ÿ�Ž�• �˜�• �›�˜� �œ�ï ���‘�Ž �˜�•�‘�Ž�› �™�‘�Š�œ�Ž �ž�™�•�Š�•�Ž�œ �•�‘�Ž �Œ�˜�•�ž�–�— �™�Š�›�’�•�¢ �‹�’�•�œ �Š�—�•
�Œ�Š�— �‹�Ž �œ�Ž�›�’�Š�•�’�£�Ž�• �•�˜� �— �•�˜ �•�‘�Ž �•�Ž�Ÿ�Ž�• �˜�• �‹�’�•�œ�ï ���• �•�‘�Ž �Ž�¡�™�Ž�—�œ�Ž �˜�• �œ�˜�–�Ž �Š�•�•�’�•�’�˜�—�Š�• �œ�•�˜�›�Š�•�Ž �˜�Ÿ�Ž�›�,
�‘�Ž�Š�•�ð �•�‘�Ž �•� �˜ �™�‘�Š�œ�Ž�œ �Œ�Š�— �‹�Ž �Œ�˜�–�‹�’�—�Ž�• �’�—�•�˜ �˜�—�Ž�ï ���‘�’�œ �Š�•�•�˜� �œ �Ž���Œ�’�Ž�—�• �Š�—�• �Œ�˜�–�™�Š�Œ�• �œ�Ž�›�’�Š�•�’�£�Ž�•
�‘�Š�›�•� �Š�›�Ž �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž�œ �Š�—�• �œ�˜��� �Š�›�Ž �œ�Œ�‘�Ž�•�ž�•�’�—�•�ï

���Ž�• �ž�œ �Œ�˜�—�œ�’�•�Ž�› �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �Š �›�˜�  �˜�• �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �˜�ž�•�™�ž�• �•�’�Ÿ�Ž�— �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �’�—�™�ž�•
�’�— �Ž�¡�•�Ž�—�•�Ž�• �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�ï ���‘�Ž �•�Š�œ�• �œ�•�Ž�™ �’�œι �•�‘�Š�• �œ�’�–�™�•�¢ �Œ�˜�—�œ�’�œ�•�œ �˜�• �™�˜�œ�œ�’�‹�•�¢ ���’�™�™�’�—�• �Š �‹�’�•
�˜�• �•�‘�Ž �›�˜� �ï ���Ž�•�˜�›�Ž �•�‘�Š�•�ð �•�‘�Ž�›�Ž �’�œχ �•�‘�Š�• �Œ�Š�— �‹�Ž �Š�™�™�•�’�Ž�• �•�˜ �•�‘�Ž �›�˜� �ï ���‘�’�œ �’�œ �™�›�Ž�Œ�Ž�•�Ž�• �‹�¢ �•�‘�Ž
�‹�’�• �•�›�Š�—�œ�™�˜�œ�’�•�’�˜�—�œπ �Š�—�•ρ �•�‘�Š�• �Œ�Š�— �‹�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Ž�• �‹�¢ �•�Š�”�’�—�• �•�‘�Ž �‹�’�•�œ �•�›�˜�– �•�‘�Ž �Š�™�™�›�˜�™�›�’�Š�•�Ž
�™�˜�œ�’�•�’�˜�—�œ �˜�• �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž�ï ���‘�Ž �œ�•�Ž�™θ �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�œ �Š�•�•�’�—�• �•� �˜ �™�Š�›�’�•�¢ �‹�’�•�œ �•�˜ �Ž�Š�Œ�‘ �˜�• �•�‘�Ž ���Ÿ�Ž �‹�’�•�œ �˜�•
�•�‘�Ž �›�˜� �ï ���• �˜�—�Ž �Ž�¡�•�Ž�—�•�œ �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž � �’�•�‘ �•�‘�Žθ�,�Ž���Ž�Œ�• �›�Š�•�‘�Ž�› �•�‘�Š�— �•�‘�Ž �Œ�˜�•�ž�–�— �™�Š�›�’�•�¢�ð �•�‘�Ž �œ�•�Ž�™
θ �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�œ �•�‘�Ž �Š�•�•�’�•�’�˜�— �˜�• �Š �œ�’�—�•�•�Ž �‹�’�• �˜�• �•�‘�Žθ�,�Ž���Ž�Œ�• �•�˜ �Ž�Š�Œ�‘ �‹�’�• �˜�• �•�‘�Ž �›�˜� �ï ���• �•�˜�•�•�˜� �œ �•�‘�Š�•
�•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �Š �œ�’�—�•�•�Ž �›�˜�  �˜�—�•�¢ �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�œ �Š�œ �’�—�™�ž�• �[ �‹�’�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž �Š�—�• �[ �‹�’�•�œ �˜�• �•�‘�Ž
θ�,�Ž���Ž�Œ�•�ï ���— �‘�Š�›�•� �Š�›�Ž�ð �’�— �™�›�’�—�Œ�’�™�•�Ž �˜�—�Ž �Œ�Š�— �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž �›�˜� �œ �œ�Ž�›�’�Š�•�•�¢ �‹�¢ �Š �œ�–�Š�•�• �Œ�’�›�Œ�ž�’�• �•�‘�Š�•
�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�œχ �›�Ž�œ�•�›�’�Œ�•�Ž�• �•�˜ �Š �›�˜�  �Š�—�• �•�‘�Ž �Š�•�•�’�•�’�˜�— �˜�• �[θ�,�Ž���Ž�Œ�• �‹�’�•�œ�ïρ �Š�—�•π �Š�›�Ž �–�Š�•�Ž�›�’�Š�•�’�£�Ž�•
�‹�¢ ������ �Š�•�•�›�Ž�œ�œ�’�—�•�ï ���— �œ�˜��� �Š�›�Ž �•�‘�Ž�›�Ž �’�œ �—�˜ �™�˜�’�—�• �’�— �Œ�˜�–�™�ž�•�’�—�• �œ�’�—�•�•�Ž �›�˜� �œ�ï �
�˜� �Ž�Ÿ�Ž�›�ð �˜�—�Ž
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�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �X�ï ���–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž�œ

�–�Š�¢ �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž �œ�Ž�•�œ �˜�• �›�˜� �œ �’�— �™�Š�›�Š�•�•�Ž�• �‹�¢ �–�Š�”�’�—�• �ž�œ�Ž �˜�• �•�‘�Ž �‹�’�•� �’�œ�Ž ���˜�˜�•�Ž�Š�— �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ �Š�—�•
�Œ�¢�Œ�•�’�Œ �œ�‘�’���œ�ï ���‘�Ž �œ�’�–�™�•�Ž�œ�• �œ�ž�Œ�‘ �•�›�˜�ž�™�’�—�• �’�œ �‹�¢ �•�Š�”�’�—�• �Š�•�• �•�‘�Ž �›�˜� �œ �’�— �Š �™�•�Š�—�Ž�ï �
�Ž�›�Žρ �Œ�˜�—�œ�’�œ�•�œ
�˜�• ���Ÿ�Ž �Œ�¢�Œ�•�’�Œ �œ�‘�’���œ �Š�—�•π �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�œ �Š�•�•�›�Ž�œ�œ�’�—�•�ï ���—�Ž �Œ�Š�— �Š�•�œ�˜ �Š�™�™�•�¢ �‹�’�•�,�’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �Š�—�• �•�›�˜�ž�™
�Š�•�• �›�˜� �œ �’�— �Š �™�•�Š�—�Ž � �’�•�‘ �Ž�Ÿ�Ž�— �˜�› �˜�•�•z �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ�ï

���‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Žθ�,�Ž���Ž�Œ�• �•�›�˜�– �Š �œ�•�Š�•�Ž �Œ�Š�— �•�˜�—�Ž �‹�’�•�,�‹�¢�,�‹�’�•�ï ���˜�› �Š �•�’�Ÿ�Ž�— �Œ�˜�•�ž�–�—�ð
�˜�—�Ž �Œ�Š�— �’�—�’�•�’�Š�•�’�£�Ž �’�•�œ �Œ�˜�•�ž�–�— �™�Š�›�’�•�¢ �•�˜ �£�Ž�›�˜ �Š�—�• �Š�Œ�Œ�ž�–�ž�•�Š�•�Ž �•�‘�Ž �‹�’�•�œ �˜�• �Š �Œ�˜�•�ž�–�— �•�˜ �’�• �˜�—�Ž �‹�¢
�˜�—�Ž�ï ���‘�’�œ �Œ�Š�— �Š�•�Š�’�— �‹�Ž �•�›�˜�ž�™�Ž�•�ñ �•�Š�—�Ž�,�‹�¢�,�•�Š�—�Ž �˜�› �ž�œ�’�—�• �‹�’�•�,�’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�•�ï ���‘�’�œ �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�—
�Œ�Š�— �‘�˜� �Ž�Ÿ�Ž�› �Š�•�œ�˜ �‹�Ž �’�—�•�Ž�•�›�Š�•�Ž�• �’�— �Š �œ�’�—�•�•�Ž �™�‘�Š�œ�Ž �•�˜�•�Ž�•�‘�Ž�› � �’�•�‘ �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�•
�˜�ž�•�™�ž�•�ð �Š�œ �’�— ���Ž�Œ�•�’�˜�—�X�ï�Z�ï�W�ï �����Ž�›χ �‘�Š�œ �‹�Ž�Ž�— �Š�™�™�•�’�Ž�• �•�˜ �Š �›�˜� �ð �˜�—�Ž �Š�Œ�Œ�ž�–�ž�•�Š�•�Ž�œ �Ž�Š�Œ�‘ �˜�• �•�‘�Ž
�‹�’�•�œ �’�— �•�‘�Ž �Œ�˜�›�›�Ž�œ�™�˜�—�•�’�—�• �Œ�˜�•�ž�–�— �™�Š�›�’�•�¢�ï �����Ž�› �Š�•�• �›�˜� �œ �˜�• �Š �œ�•�’�Œ�Ž �‘�Š�Ÿ�Ž �‹�Ž�Ž�— �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�•�ð �•�‘�Ž
�Œ�˜�›�›�Ž�œ�™�˜�—�•�’�—�• �Œ�˜�•�ž�–�— �™�Š�›�’�•�’�Ž�œ � �’�•�• �‘�Š�Ÿ�Ž �•�‘�Ž�’�› �Œ�˜�›�›�Ž�Œ�• �Ÿ�Š�•�ž�Ž�ï ���˜�  �•�‘�Ž�œ�Ž �Œ�˜�•�ž�–�— �™�Š�›�’�•�’�Ž�œ
�–�ž�œ�• �œ�’�–�™�•�¢ �‹�Ž �Œ�˜�–�‹�’�—�Ž�• �’�—�•�˜ �•�‘�Žθ�,�Ž���Ž�Œ�•�ï ���˜�•�Ž �•�‘�Š�• �•�‘�’�œ �œ�Œ�‘�Ž�•�ž�•�’�—�• �’�–�™�•�’�Ž�œ �•�‘�Ž �œ�•�˜�›�Š�•�Ž �˜�•
�•�‘�Žθ�,�Ž���Ž�Œ�• �˜�• �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �’�—�™�ž�• �Š�—�• �œ�•�˜�›�Š�•�Ž �•�˜�› �•�‘�Žθ�,�Ž���Ž�Œ�• �˜�• �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �˜�ž�•�™�ž�• �•�‘�Š�• �’�œ �‹�Ž�’�—�•
�Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�•�ï

���‘�Ž ���Ÿ�Ž �‹�’�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �’�—�™�ž�• �ž�œ�Ž�• �’�— �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �Š �›�˜�  �˜�• �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �˜�ž�•�™�ž�• �Š�›�Ž
�—�˜�• �ž�œ�Ž�• �’�— �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �Š�—�¢ �˜�•�‘�Ž�› �›�˜� �ï ���˜ �•�‘�Ž �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ �Œ�˜�—�•�Š�’�—�’�—�• �•�‘�Ž�œ�Ž �›�˜�ž�—�• �’�—�™�ž�•
�‹�’�•�œ �–�Š�¢ �‹�Ž �˜�Ÿ�Ž�›� �›�’�4�Ž�— �‹�¢ �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�• �›�˜�ž�—�• �˜�ž�•�™�ž�• �‹�’�•�œ�ï ���‘�’�œ �Š�•�•�˜� �œ �›�Ž�•�ž�Œ�’�—�• � �˜�›�”�’�—�•
�–�Ž�–�˜�›�¢ �•�˜�› �œ�•�˜�›�’�—�• �’�—�•�Ž�›�–�Ž�•�’�Š�•�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �›�Ž�œ�ž�•�•�œ �•�˜ �•�‘�Ž � �˜�›�”�’�—�• �œ�•�Š�•�Ž�ð �•�‘�Žθ�,�Ž���Ž�Œ�• �˜�• �•�‘�Ž
�›�˜�ž�—�• �’�—�™�ž�• �Š�—�• �™�˜�œ�œ�’�‹�•�Ž �•�‘�Ž �Œ�˜�•�ž�–�— �™�Š�›�’�•�¢ �Ž���Ž�Œ�• �‹�Ž�’�—�• �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�•�ï ���‘�’�œ �’�œ �’�—�•�Ž�›�Ž�œ�•�’�—�• �’�—
�œ�˜��� �Š�›�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�œ �˜�— �™�•�Š�•�•�˜�›�–�œ � �’�•�‘ �›�Ž�œ�•�›�’�Œ�•�Ž�• �������ï ���• �•�˜�Ž�œ �Š�• �•�‘�Ž �Ž�¡�™�Ž�—�œ�Ž �˜�• �–�˜�›�Ž
�Œ�˜�–�™�•�Ž�¡ �Š�•�•�›�Ž�œ�œ�’�—�• �Š�œ �•�‘�Ž �™�˜�œ�’�•�’�˜�— �˜�• �œ�•�Š�•�Ž�‹�’�•�œ �•�Ž�™�Ž�—�•�œ �˜�— �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �—�ž�–�‹�Ž�›�ï

�X�ï�Z ���•�Š�—�Ž�,�™�Ž�›�,�™�•�Š�—�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�•

���‘�’�œ �œ�Ž�Œ�•�’�˜�— �•�Ž�œ�Œ�›�’�‹�Ž�œ �Š �•�Ž�—�Ž�›�Š�• �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž �•�˜ �œ�Œ�‘�Ž�•�ž�•�Ž �•�‘�Ž �˜�›�•�Ž�› �˜�• �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �•�˜�› �‘�’�•�‘ �Ž���,
�Œ�’�Ž�—�Œ�¢�ð �‹�˜�•�‘ �’�— �œ�˜��� �Š�›�Ž �Š�—�• �œ�Ž�›�’�Š�•�’�£�Ž�• �‘�Š�›�•� �Š�›�Ž �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž�œ�ï ���‘�Ž �–�Š�’�— �’�•�Ž�Š �’�œ �•�˜ �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ
�˜�—�Ž �™�•�Š�—�Ž �Š�• �Š �•�’�–�Ž �Œ�Ž�—�•�Ž�›�Ž�• �Š�›�˜�ž�—�•χ�ð �’�ï�Ž�ï�ðy = 0, 1, . . . , 4 �•�›�˜�– �•�‘�Ž �™�˜�’�—�• �˜�• �Ÿ�’�Ž�  �˜�• �•�‘�Ž
�Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ �Š�• �•�‘�Ž �˜�ž�•�™�ž�• �˜�• �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�•�ï

���Ž�• �ž�œ �•�Š�”�Ž �•�‘�Ž �™�˜�’�—�• �˜�• �Ÿ�’�Ž�  �˜�• �•�‘�Ž �Ž�Ÿ�Š�•�ž�Š�•�’�˜�— �˜�•χ �Š�™�™�•�’�Ž�• �•�˜ �•�‘�Ž ���Ÿ�Ž �•�Š�—�Ž�œ �˜�• �Š �™�•�Š�—�Žy�ð
�•�Ž�—�˜�•�Ž�•B[·, y]�ï ���Ž �Œ�Š�— �•�›�Š�Œ�” �Ž�Š�Œ�‘ �•�Š�—�ŽB[x, y] �Š�• �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �˜�•χ �•�˜ �Š �•�Š�—�Ž �Š�• �•�‘�Ž �‹�Ž�•�’�—�—�’�—�• �˜�•
�•�‘�Ž �›�˜�ž�—�•A[x′, y′]�ð � �’�•�‘(x′, y′)T = M−1(x, y)T �Š�—�•M−1 �•�‘�Ž �’�—�Ÿ�Ž�›�œ�Ž �˜�• �•�‘�Ž �–�Š�•�›�’�¡ �ž�œ�Ž�• �’�—π�ï
���Ž�•� �Ž�Ž�—A[x′, y′] �Š�—�•B[x, y] �Š�›�Ž �•�‘�Ž �Š�™�™�•�’�Œ�Š�•�’�˜�— �˜�•θ �Š�—�• �Š �Œ�¢�Œ�•�’�Œ �›�˜�•�Š�•�’�˜�—ρ�ï

���œ�œ�ž�–�’�—�• �•�‘�Ž �™�Š�›�’�•�¢ �Ž���Ž�Œ�• �˜�•θ �’�œ �Š�•�›�Ž�Š�•�¢ �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�•�ð �Š�œ �•�‘�Ž �Ÿ�Š�•�ž�Ž�œD[·] �’�— �ý�W�V�ð ���•�•�˜�,
�›�’�•�‘�– �Y�þ�ð � �Ž �‘�Š�Ÿ�Ž�ñ

B[x, y] = ROT((A[x′, y′]⊕ D[x′]), r[x′, y′])�ð � �’�•�‘
(

x′

y′

)
= M−1

(
x
y

)
�ð

�•�˜�› �Š ���¡�Ž�•y�ï ���‘�Ž�—�ð �•�‘�Ž �™�•�Š�—�Žy �Š�• �•�‘�Ž �˜�ž�•�™�ž�• �˜�• �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �’�œ �˜�‹�•�Š�’�—�Ž�• �Š�œ

E[x, y] = B[x, y]⊕ ((NOT B[x + 1, y])AND B[x + 2, y]),

� �’�•�‘�˜�ž�• �•�˜�›�•�Ž�4�’�—�• �•�˜ ������E[0, 0] � �’�•�‘ �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �Œ�˜�—�œ�•�Š�—�• �•�˜ �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•ι�ï ���˜�•�Ž �•�‘�Š�•�ð �œ�’�—�Œ�Ž
y �’�œ ���¡�Ž�•�ð �•�‘�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�ŽB �’�œ �Š �™�•�Š�—�Ž �Š�—�• �Œ�Š�— �‹�Ž �’�—�•�Ž�¡�Ž�• �˜�—�•�¢ �‹�¢ �’�•�œx �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�ï ���˜ �•�Ž�• �•�‘�Ž
�™�Š�›�’�•�’�Ž�œ �˜�• �•�‘�Ž �Œ�˜�•�ž�–�—�œ �‹�Ž�•�˜�›�Žθ�ð �•�Ž�—�˜�•�Ž�•C[·]�ð �•�‘�Ž �œ�’�–�™�•�Ž�œ�• �œ�˜�•�ž�•�’�˜�— �’�œ �•�˜ �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž �•�‘�Ž�– �Š�œ
�Š ���›�œ�• �™�‘�Š�œ�Ž �’�— �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�•�ï ���•�• �•�‘�Ž �œ�•�Ž�™�œ �Š�›�Ž �œ�ž�–�–�Š�›�’�£�Ž�• �’�— ���•�•�˜�›�’�•�‘�–�W�ï ���˜�•�Ž �•�‘�Š�• �Š�•�• �•�Š�—�Ž
�Š�•�•�›�Ž�œ�œ�Ž�œ �Œ�Š�— �‹�Ž ���¡�Ž�• �‹�¢ �•�˜�˜�™ �ž�—�›�˜�•�•�’�—�•�ï ���‘�Ž �˜�ž�•�™�ž�• �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œE[·, ·] �Œ�Š�— �‹�Ž �ž�œ�Ž�• �Š�œ �’�—�™�ž�•
�•�˜�› �•�‘�Ž �—�Ž�¡�• �›�˜�ž�—�•�ï

���.�2�3 �2�.�%�3�6� �1�$ �(�,�/�+�$�,�$�-�3� �3�(�.�-�2 � �5� �(�+� �!�+�$ � �"�3�4� �+�+�8 �4�2�$ �3�'�$ �/�+� �-�$�^�/�$�1�^�/�+� �-�$ �/�1�.�"�$�2�2�(�-�& ���j���_
���'�$ �"�.�#�$ �&�$�-�$�1� �3�$�# �6�(�3�'�
�R�P�P�N�X���\�\�Y�`�Ç�2�.�H�F�F�D�N�)�&�R�G�H�*�H�Q�����J�H�Q�&�R�G�H�3�O�D�Q�H�3�H�U�3�O�D�Q�H����

�W�\ �&�[�W



�X�ï ���–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž�œ �
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž� 

���•�•�˜�›�’�•�‘�– �W���•�Š�—�Ž�,�™�Ž�›�,�™�•�Š�—�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�•
�•�˜�›x = 0 �•�˜ �Z�•�˜

C[x] = A[x, 0]⊕ A[x, 1]⊕ A[x, 2]⊕ A[x, 3]⊕ A[x, 4]
�Ž�—�• �•�˜�›
�•�˜�›x = 0 �•�˜ �Z�•�˜

D[x] = C[x− 1]⊕ ROT(C[x + 1], 1)
�Ž�—�• �•�˜�›
�•�˜�›y = 0 �•�˜ �Z�•�˜

�•�˜�›x = 0 �•�˜ �Z�•�˜

B[x] = ROT((A[x′, y′]⊕ D[x′]), r[x′, y′])�ð � �’�•�‘
(

x′

y′

)
= M−1

(
x
y

)
�Ž�—�• �•�˜�›
�•�˜�›x = 0 �•�˜ �Z�•�˜

E[x, y] = B[x]⊕ ((NOT B[x + 1])AND B[x + 2])
�Ž�—�• �•�˜�›

�Ž�—�• �•�˜�›
E[0, 0] = E[0, 0]⊕ RC[i]

�%�.�+�+�.�6�2 �3�'�(�2 �(�#�$� �3�.�. ���h���_ ���'�$ �"�.�#�$ �&�$�-�$�1� �3�(�.�- �"� �- �!�$ �"�.�,�!�(�-�$�# �6�(�3�' �+� �-�$ �"�.�,�/�+�$�,�$�-�3�(�-�&
�(�% �#�$�2�(�1�$�#�_

�X�ï�Z�ï�W ���Š�›�•�¢ �™�Š�›�’�•�¢

���˜ �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž �•�‘�Ž �™�Š�›�’�•�’�Ž�œ �˜�• �•�‘�Ž �Œ�˜�•�ž�–�—�œ�ð �Š�— �Š�•�•�Ž�›�—�Š�•�Ž �˜�™�•�’�˜�— �’�œ �•�˜ �Œ�˜�–�™�ž�•�ŽC[·] �Š�‘�Ž�Š�• �•�ž�›�’�—�•
�Š �›�˜�ž�—�• �•�˜�› �•�‘�Ž �—�Ž�¡�• �˜�—�Ž�ñC[x] �Š�Œ�Œ�ž�–�ž�•�Š�•�Ž�œ �•�‘�Ž �Ÿ�Š�•�ž�Ž�œE[x, y] �˜�— �•�‘�Ž ���¢ �Š�œ �•�‘�Ž�¢ �Š�›�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�•�ï
���Ž �Œ�Š�•�• �•�‘�’�œ�Ž�Š�›�•�¢ �™�Š�›�’�•�¢�Š�—�• �’�• �’�œ �•�Ž�œ�Œ�›�’�‹�Ž�• �’�— ���•�•�˜�›�’�•�‘�–�X�ï ���• �Œ�˜�ž�›�œ�Ž�ð � �‘�Ž�— �ž�œ�’�—�• �•�‘�Ž �Ž�Š�›�•�¢
�™�Š�›�’�•�¢�ð �•�‘�Ž �™�Š�›�’�•�¢C �–�ž�œ�• �œ�•�’�•�• �‹�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�• �‹�Ž�•�˜�›�Ž �•�‘�Ž ���›�œ�• �›�˜�ž�—�• �Š�—�• �•�˜�Ž�œ �—�˜�• �—�Ž�Ž�• �•�˜ �‹�Ž
�Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�• �•�ž�›�’�—�• �•�‘�Ž �•�Š�œ�• �›�˜�ž�—�•�ï

���•�•�˜�›�’�•�‘�– �X���•�Š�—�Ž�,�™�Ž�›�,�™�•�Š�—�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• � �’�•�‘ �Ž�Š�›�•�¢ �™�Š�›�’�•�¢ �ûι �—�˜�• �œ�‘�˜� �—�ü

���œ�œ�ž�–�’�—�•C[·] �Š�•�›�Ž�Š�•�¢ �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�•
�•�˜�›x = 0 �•�˜ �Z�•�˜

D[x] = C[x− 1]⊕ ROT(C[x + 1], 1)
�Ž�—�• �•�˜�›
C = (0, 0, 0, 0, 0)
�•�˜�›y = 0 �•�˜ �Z�•�˜

�•�˜�›x = 0 �•�˜ �Z�•�˜

B[x] = ROT((A[x′, y′]⊕ D[x′]), r[x′, y′])�ð � �’�•�‘
(

x′

y′

)
= M−1

(
x
y

)
�Ž�—�• �•�˜�›
�•�˜�›x = 0 �•�˜ �Z�•�˜

E[x, y] = B[x]⊕ ((NOT B[x + 1])AND B[x + 2])
C[x] = C[x]⊕ E[x, y]

�Ž�—�• �•�˜�›
�Ž�—�• �•�˜�›

�
�R�P�P�N�X���\�\�Y�`�Ç�2 �%�4�-�"�3�(�.�-�.�H�F�F�D�N�)�&�R�G�H�*�H�Q�����J�H�Q�&�R�G�H�3�O�D�Q�H�3�H�U�3�O�D�Q�H�����'� �2 � �/� �1� �,�$�3�$�1
�S�U�H�S�D�U�H�7�K�H�W�D�3�'� �3 �3�$�+�+�2 �6�'�$�3�'�$�1 �3�. �(�-�"�+�4�#�$ �3�'�$ �"�.�,�/�4�3� �3�(�.�- �.�%C[·] � �'�$� �# �%�.�1 �$� �1�+�8 �/� �1�(�3�8�_

�W�] �&�[�W



�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �X�ï ���–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž�œ

�X�ï�Z�ï�X ���˜�–�‹�’�—�’�—�• � �’�•�‘ �‹�’�• �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�•

���•�Š�—�Ž�,�™�Ž�›�,�™�•�Š�—�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• �Œ�Š�— �‹�Ž �Œ�˜�–�‹�’�—�Ž�• � �’�•�‘ �‹�’�• �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�•�ï ���Ž �Š�•�Š�™�• ���•�•�˜�›�’�•�‘�–�W
�‹�¢ � �›�’�•�’�—�• �’�• �’�— �•�Ž�›�–�œ �˜�• �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �˜�—m�,�‹�’�• � �˜�›�•�œ�ï ���•�• �•�‘�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ �Š�›�Ž �—�˜� m�,�‹�’�• � �˜�›�•�œ�ð
�’�—�œ�•�Ž�Š�• �˜�•w�,�‹�’�• �•�Š�—�Ž�œ�ð �Š�—�• � �Ž �Š�•�• �Š�— �Ž�¡�•�›�Š �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Žζ � �‘�Ž�— �—�Ž�Œ�Ž�œ�œ�Š�›�¢�ð � �’�•�‘ζ ∈ Zs �Š�—�•
s = w/m �•�‘�Ž �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �•�Š�Œ�•�˜�›�ï ���•�• �•�‘�Ž �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �˜�— �•�‘�Žx, y �û�›�Ž�œ�™�ïζ�ü �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ �Š�›�Ž
�Œ�˜�—�œ�’�•�Ž�›�Ž�• �–�˜�•�ž�•�˜5 �û�›�Ž�œ�™�ï �–�˜�•�ž�•�˜s�ü�ï

���‘�Ž �›�Ž�œ�ž�•�•�’�—�• �Š�•�•�˜�›�’�•�‘�– �’�œ �•�’�œ�™�•�Š�¢�Ž�• �’�— ���•�•�˜�›�’�•�‘�–�Y�ï ���— �•�‘�Ž �–�Š�’�— �•�˜�˜�™ �û�œ�•�Š�›�•�’�—�• �•�›�˜�–
�•�’�—�Ž�W�V�ü�ð �•�‘�Ž �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œx�ðy �Š�—�•ζ �Š�›�Ž �•�›�˜�– �•�‘�Ž �™�˜�’�—�• �˜�• �Ÿ�’�Ž�  �˜�• �•�‘�Ž �˜�ž�•�™�ž�• �˜�• �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�•�ï ���‘�Ž
�Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œx′�ðy′ �Š�—�•ζ ′ �Ž�¡�™�›�Ž�œ�œ � �‘�’�Œ�‘ �’�—�™�ž�• � �˜�›�• �‘�Š�œ �•�˜ �‹�Ž �•�Ž�•�Œ�‘�Ž�•�ï

���•�•�˜�›�’�•�‘�– �Y���•�Š�—�Ž�,�™�Ž�›�,�™�•�Š�—�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• � �’�•�‘ �‹�’�• �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �˜�• �•�Š�Œ�•�˜�›s
�•�˜�›x = 0 �•�˜ �Z�Š�—�•ζ = 0 �•�˜s− 1 �•�˜

C[x, ζ] = A[x, 0, ζ]⊕ A[x, 1, ζ]⊕ A[x, 2, ζ]⊕ A[x, 3, ζ]⊕ A[x, 4, ζ]
�Ž�—�• �•�˜�›
�•�˜�›x = 0 �•�˜ �Z�•�˜

D[x, 0] = C[x− 1, 0]⊕ ROT(C[x + 1, s− 1], 1)
�•�˜�›ζ = 1 �•�˜s− 1 �•�˜

D[x, ζ] = C[x− 1, ζ]⊕ C[x + 1, ζ − 1]
�Ž�—�• �•�˜�›

�Ž�—�• �•�˜�›
�•�˜�›y = 0 �•�˜ �Z�Š�—�•ζ = 0 �•�˜s− 1 �•�˜

�•�˜�›x = 0 �•�˜ �Z�•�˜
���Ž�•(x′, y′)T = M−1(x, y)T �Š�—�•ζ ′ = ζ − r[x′, y′] mod s
���Ž�•r = ⌊ r[x′,y′]

s ⌋+ 1 �’�•ζ < r[x′, y′] mod s�ð �˜�›r = ⌊ r[x′,y′]
s ⌋ �˜�•�‘�Ž�›� �’�œ�Ž

B[x] = ROT((A[x′, y′, ζ ′]⊕ D[x′, ζ ′]), r)
�Ž�—�• �•�˜�›
�•�˜�›x = 0 �•�˜ �Z�•�˜

E[x, y, ζ] = B[x]⊕ ((NOT B[x + 1])AND B[x + 2])
�Ž�—�• �•�˜�›

�Ž�—�• �•�˜�›
E[0, 0, ζ] = E[0, 0, ζ]⊕ RCs[i, ζ] �•�˜�›ζ = 0 �•�˜s− 1

���'�$ �"�.�#�$ �&�$�-�$�1� �3�$�# �6�(�3�'�
�R�P�P�N�X���\�\�Y�`�Ç�2 �%�4�-�"�3�(�.�-�.�H�F�F�D�N�)�&�R�G�H�*�H�Q�����J�H�Q�&�R�G�H�3�O�D�Q�H�3�H�U�3�O�D�Q�H����

�"� �- �!�$ �"�.�,�!�(�-�$�# �6�(�3�' �!�(�3 �(�-�3�$�1�+�$� �5�(�-�& ���h���_

�X�ï�[ �����Œ�’�Ž�—�• �’�—�,�™�•�Š�Œ�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�œ

���— �•�‘�’�œ �œ�Ž�Œ�•�’�˜�—�ð � �Ž �Š�•�Š�™�• �•�‘�Ž �Š�•�•�›�Ž�œ�œ�’�—�• �’�— �•�‘�Ž �™�•�Š�—�Ž�,�™�Ž�›�,�™�•�Š�—�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• �•�˜ �–�’�—�’�–�’�£�Ž �•�‘�Ž
�–�Ž�–�˜�›�¢ �—�Ž�Ž�•�Ž�• �•�˜ �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�
�R�P�P�N�X�,f �ï

���— �•�‘�Ž �™�›�Ž�Ÿ�’�˜�ž�œ �œ�Ž�Œ�•�’�˜�—�ð �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �•�ž�—�Œ�•�’�˜�— �Ž�¡�•�›�Š�Œ�•�Ž�• �’�•�œ �’�—�™�ž�• �•�›�˜�–
�Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ �•�Ž�—�˜�•�Ž�•A �Š�—�• �œ�•�˜�›�Ž�• �•�‘�Ž �˜�ž�•�™�ž�• �’�—�•�˜ �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œE�ï ���‘�Ž�œ�Ž �•� �˜ �œ�Ž�•�œ �˜�• �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ�ð �Ž�Š�Œ�‘
�˜�• �•�‘�Ž �œ�’�£�Ž �˜�•b �‹�’�•�œ�ð �–�ž�œ�• �‹�Ž �•�’�œ�•�’�—�Œ�• �•�˜ �Š�Ÿ�˜�’�• �˜�Ÿ�Ž�›� �›�’�•�’�—�• �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�• �•�˜�› �œ�ž�‹�œ�Ž�š�ž�Ž�—�•
�Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�—�œ�ò �‘�Ž�—�Œ�Ž�ð2b �‹�’�•�œ �Š�›�Ž �—�Ž�Ž�•�Ž�• �•�˜ �œ�•�˜�›�Ž �‹�˜�•�‘A �Š�—�•E�ï ���— �•�‘�’�œ �œ�Ž�Œ�•�’�˜�—�ð � �Ž �™�›�˜�™�˜�œ�Ž �Š
� �Š�¢ �•�˜ �•�˜ �™�•�Š�—�Ž�,�™�Ž�›�,�™�•�Š�—�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• �ž�œ�’�—�• �˜�—�•�¢ �•�‘�ŽA �œ�Ž�• �˜�• �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ�ð �‘�Ž�›�Ž�‹�¢ �›�Ž�•�ž�Œ�’�—�• �•�‘�Ž
�–�Ž�–�˜�›�¢ �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�— �‹�¢b �‹�’�•�œ�ï ���˜ �•�˜ �•�‘�’�œ�ð � �Ž �Š�•�•�˜� A[x, y] �•�˜ �œ�•�˜�›�Ž �•�Š�—�Ž�œ �˜�• �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ �—�˜�•
�—�Ž�Œ�Ž�œ�œ�Š�›�’�•�¢(x, y)T�ï

�W�^ �&�[�W



�X�ï ���–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž�œ �
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž� 

���‘�Ž�— �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• �Š �™�•�Š�—�Žy �Š�œ �’�— ���•�•�˜�›�’�•�‘�–�W�ðχ �—�Ž�Ž�•�œ ���Ÿ�Ž �•�Š�—�Ž�œ �Œ�˜�–�’�—�• �•�›�˜�– �•�‘�Ž �Œ�˜�˜�›�•�’�,

�—�Š�•�Ž�œM−1
(

x
y

)
=

(
x + 3y

x

)
�•�˜�› �Š�•�•x ∈ Z5 �Š�• �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �˜�• �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�•�ï ���‘�’�œ �•�Ž�•�Ž�›�–�’�—�Ž�œ �Š �•�’�—�Ž

� �’�•�‘ �œ�•�˜�™�Ž1 �•�˜�’�—�• �•�‘�›�˜�ž�•�‘(0, 2y) �û�’�—�™�ž�• �Ÿ�Š�›�’�Ž�•�¢�ü�ï ���‘�Ž ���Ÿ�Ž �•�Š�—�Ž�œ �Š�• �•�‘�Ž �˜�ž�•�™�ž�• �˜�•χ �Š�›�Ž �™�Ž�›
�Œ�˜�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�— �˜�— �Š �•�’�—�Ž � �’�•�‘ �œ�•�˜�™�Ž0 �•�˜�’�—�• �•�‘�›�˜�ž�•�‘(0, y) �û�˜�ž�•�™�ž�• �Ÿ�Š�›�’�Ž�•�¢�ü�ï ���˜ �Š�Ÿ�˜�’�• �˜�Ÿ�Ž�›� �›�’�•�,
�’�—�• �˜�•�‘�Ž�› �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ�ð � �Ž �–�ž�œ�• �œ�•�˜�›�Ž �•�‘�Ž ���Ÿ�Ž �•�Š�—�Ž�œ �˜�• �•�‘�Ž �˜�ž�•�™�ž�• �Ÿ�Š�›�’�Ž�•�¢ �’�— �•�‘�Ž �–�Ž�–�˜�›�¢ �•�˜�Œ�Š�•�’�˜�—
�•�‘�Š�• �‘�Ž�•�• �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �Ÿ�Š�›�’�Ž�•�¢�ï ���Ž �Œ�‘�˜�˜�œ�Ž �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �›�Ž�•�Š�•�’�˜�—�œ�‘�’�™ �‹�Ž�•� �Ž�Ž�— �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ �Š�—�•
�•�‘�Ž �–�Ž�–�˜�›�¢ �•�˜�Œ�Š�•�’�˜�— �’�œ �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Ž�• �‹�¢ �Š �•�’�—�Ž�Š�› �–�Š�•�›�’�¡N ∈ Z5 ×Z5�ï ���• �•�‘�Ž �Ž�—�• �˜�• �•�‘�Ž ���›�œ�•
�›�˜�ž�—�•�ð �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž �Š�•(x, y)T �’�œ �œ�•�˜�›�Ž�• �Š�• �•�˜�Œ�Š�•�’�˜�—N(x, y)T�ï ���˜ �œ�Š�•�’�œ�•�¢ �•�‘�Ž �–�Š�™�™�’�—�• �˜�• �•�‘�Ž �˜�ž�•�™�ž�•

�Ÿ�Š�›�’�Ž�•�¢ �˜�—�•�˜ �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �Ÿ�Š�›�’�Ž�•�¢�ðN �–�ž�œ�• �‹�Ž �˜�• �•�‘�Ž �•�˜�›�–
(

1 a
1 b

)
� �’�•�‘ a + b = 2�ï ���Ž �Œ�‘�˜�˜�œ�Ž �•�˜

�œ�Ž�•a = 0 �œ�˜ �Š�œ �•�˜ �•�Ž�Š�Ÿ�Ž �•�‘�Žx �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž �ž�—�Œ�‘�Š�—�•�Ž�• �•�ž�›�’�—�• �•�‘�Ž �–�Š�™�™�’�—�•�ð �‘�Ž�—�Œ�Ž

N =

(
1 0
1 2

)
.

���• �•�‘�Ž �‹�Ž�•�’�—�—�’�—�• �˜�• �•�‘�Ž �œ�Ž�Œ�˜�—�• �›�˜�ž�—�•�ð �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �Ÿ�Š�›�’�Ž�•�¢ �Š�™�™�Ž�Š�›�œ �›�˜�•�Š�•�Ž�• �‹�¢N �’�— �–�Ž�–�˜�›�¢
�œ�˜ �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž �Š�•(x, y)T �’�œ �œ�•�˜�›�Ž�• �Š�• �•�˜�Œ�Š�•�’�˜�—N2(x, y)T �Š�• �•�‘�Ž �Ž�—�• �˜�• �•�‘�Ž �œ�Ž�Œ�˜�—�• �›�˜�ž�—�•�ï ���— �•�Ž�—�Ž�›�Š�•
�Š�• �›�˜�ž�—�•i�ð �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž�œ � �’�•�‘ �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ(x, y)T �Š�›�Ž �œ�•�˜�›�Ž�• �Š�• �•�˜�Œ�Š�•�’�˜�—Ni(x, y)T�ï

���‘�Ž �’�—�™�ž�• �˜�•χ � �’�•�‘ �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ(x, y)T �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�œ �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž � �’�•�‘ �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œM−1(x, y)T �‹�Ž�,
�•�˜�›�Žπ�ð � �‘�’�Œ�‘ �’�œ �•�˜�Œ�Š�•�Ž�• �Š�• �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œNi M−1(x, y)T �’�— �–�Ž�–�˜�›�¢�ï ���˜�•�’�Œ�Ž �•�‘�Š�•Ni M−1(x, y)T =
(x + 3y, . . . )�ð �œ�˜ �•�‘�Ž�›�Ž �’�œ �Š �œ�‘�’�� �’�— �•�‘�Žx �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž �’�—�‘�Ž�›�Ž�—�• �•�˜ �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž�,�™�Ž�›�,�•�Š�—�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�•�ï

���‘�’�œ �Œ�Š�— �‹�Ž �Ž�¡�™�•�’�Œ�’�•�•�¢ �Œ�˜�–�™�Ž�—�œ�Š�•�Ž�• �•�˜�› �‹�¢ �–�ž�•�•�’�™�•�¢�’�—�• �Š�•�• �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ �‹�¢MN =

(
1 2
0 1

)
�Š�—�•

�’�—�•�Ž�•�›�Š�•�’�—�• �•�‘�’�œ �œ�‘�’�� �‹�Ž�•�˜�›�Ž �˜�› �Š���Ž�›χ�ð �Š�œχ �’�œ �•�›�Š�—�œ�•�Š�•�’�˜�—�,�’�—�Ÿ�Š�›�’�Š�—�•�ï ���‘�’�œ �•�Ž�Š�•�œ �•�˜ �Š �œ�’�–�™�•�Ž�›
�Ž�¡�™�›�Ž�œ�œ�’�˜�—�ñ ���‘�Ž �’�—�™�ž�• �˜�•χ � �’�•�‘ �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ(x + 2y, y)T �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�œ �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž � �’�•�‘ �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ
N(x, y)T �‹�Ž�•�˜�›�Žπ�ð � �‘�’�Œ�‘ �’�œ �•�˜�Œ�Š�•�Ž�• �Š�• �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œNi+1(x, y)T �’�— �–�Ž�–�˜�›�¢�ï ���‘�Ž �›�Ž�œ�ž�•�•�’�—�• �Š�•�,
�•�˜�›�’�•�‘�– �Œ�Š�— �‹�Ž �•�˜�ž�—�• �’�— ���•�•�˜�›�’�•�‘�–�Z�ï

���˜�•�Ž �•�‘�Ž �•�˜�•�•�˜� �’�—�• �™�›�˜�™�Ž�›�•�’�Ž�œ �˜�•N�ñ

�
 ���‘�Ž �–�Š�•�›�’�¡N �‘�Š�œ �˜�›�•�Ž�› �Z�ð �œ�˜ �Š���Ž�› �Ž�Ÿ�Ž�›�¢ �Z �›�˜�ž�—�•�œ �•�‘�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�ŽA � �’�•�• �Œ�˜�—�•�Š�’�— �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž
� �’�•�‘�˜�ž�• �•�›�Š�—�œ�™�˜�œ�’�•�’�˜�—�ï ���—�›�˜�•�•�’�—�• �Z �›�˜�ž�—�•�œ �’�–�™�•�’�Ž�œ �•�‘�Š�• �Š�•�• �•�‘�Ž �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ �Œ�Š�— �‹�Ž �Œ�˜�—�,
�œ�•�Š�—�•�œ�ï

�
 ���¡�™�›�Ž�œ�œ�’�˜�—�œ �•�’�”�ŽN j(x, y)T �Š�›�Ž �˜�• �•�‘�Ž �•�˜�›�–(x, fi(x, y))T�ï ���˜ �’�— �Š�— �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �•�‘�Š�•
�•�˜�Ž�œ �—�˜�• �ž�—�›�˜�•�• �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�•�œ�ð �œ�˜ �˜�—�•�¢ �•�‘�Žy �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž �Œ�‘�Š�—�•�Ž�œ �Œ�˜�–�™�Š�›�Ž�• �•�˜ ���•�•�˜�›�’�•�‘�–�œ�W
�Š�—�•�X�ï

���’�—�Š�•�•�¢�ð �—�˜�•�Ž �•�‘�Š�• ���•�•�˜�›�’�•�‘�–�Z�Œ�Š�— �Š�•�œ�˜ �‹�Ž �Œ�˜�–�‹�’�—�Ž�• � �’�•�‘ �Ž�Š�›�•�¢ �™�Š�›�’�•�¢�ð �•�Š�—�Ž �Œ�˜�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�,
�’�—�• �Š�—�• �‹�’�• �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž�œ�ð �•�‘�Ž �•�Š�4�Ž�› �‹�Ž�’�—�• �•�Ž�•�Š�’�•�Ž�• �‹�Ž�•�˜� �ï

���'�$ �,�Q�S�O�D�F�H� �-�#�,�Q�S�O�D�F�H�����%�,�(�,�/�+�$�,�$�-�3� �3�(�.�-�2 �$�7�/�+�(�"�(�3�+�8 �4�2�$ �3�'�$ �3�$�"�'�(�-�0�4�$ �/�1�$�2�$�-�3�$�# �(�-
�3�'�(�2 �2�$�"�3�(�.�- �.�-�
�R�P�P�N�X� f̂ [1600]�] �.�-�$ �4�2�(�-�& �g�e�^�!�(�3 �1�.�3� �3�(�.�-�2 � �-�# �3�'�$ �.�3�'�$�1 �.�-�$ �4�2�(�-�& �!�(�3 �(�-�^
�3�$�1�+�$� �5�(�-�& �%�.�1 �d�c�^�!�(�3 �1�.�3� �3�(�.�-�2 ���j���_�
�R�P�P�N�X���\�\�Y�`�Ç�2�.�H�F�F�D�N�)�&�R�G�H�*�H�Q�����J�H�Q�&�R�G�H�,�Q�3�O�D�F�H����

�"� �- �&�$�-�$�1� �3�$ �"�.�#�$ �%�.�1 �e �4�-�1�.�+�+�$�# �1�.�4�-�#�2 �4�2�(�-�& �3�'�(�2 �(�-�^�/�+� �"�$ �3�$�"�'�-�(�0�4�$�] �6�(�3�' �%� �"�3�.�1�^�c �(�-�3�$�1�^
�+�$� �5�(�-�& �.�1 �6�(�3�'�.�4�3 �(�3 ���h���_

�X�ï�[�ï�W ���˜�–�‹�’�—�’�—�• � �’�•�‘ �‹�’�• �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�•

���’�–�’�•�Š�›�•�¢ �•�˜ ���Ž�Œ�•�’�˜�—�X�ï�Z�ï�X�ð � �Ž �Š�•�Š�™�• ���•�•�˜�›�’�•�‘�–�Z�‹�¢ � �›�’�•�’�—�• �’�• �’�— �•�Ž�›�–�œ �˜�• �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �˜�—m�,�‹�’�•
� �˜�›�•�œ�ï ���•�• �•�‘�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ �Š�›�Ž �—�˜� m�,�‹�’�• � �˜�›�•�œ�ð �’�—�œ�•�Ž�Š�• �˜�•w�,�‹�’�• �•�Š�—�Ž�œ�ð �Š�—�• � �Ž �Š�•�• �Š�— �Ž�¡�•�›�Š

�W�_ �&�[�W



�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �X�ï ���–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž�œ

���•�•�˜�›�’�•�‘�– �Z���—�,�™�•�Š�Œ�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• �˜�• �›�˜�ž�—�•i
�•�˜�›x = 0 �•�˜ �Z�•�˜

C[x] = A[Ni(x, 0)T]⊕ A[Ni(x, 1)T]⊕ A[Ni(x, 2)T]⊕ A[Ni(x, 3)T]⊕ A[Ni(x, 4)T]
�Ž�—�• �•�˜�›
�•�˜�›x = 0 �•�˜ �Z�•�˜

D[x] = C[x− 1]⊕ ROT(C[x + 1], 1)
�Ž�—�• �•�˜�›
�•�˜�›y = 0 �•�˜ �Z�•�˜

�•�˜�›x = 0 �•�˜ �Z�•�˜
B[x + 2y] = ROT((A[Ni+1(x, y)T]⊕ D[x]), r[N(x, y)T])

�Ž�—�• �•�˜�›
�•�˜�›x = 0 �•�˜ �Z�•�˜

A[Ni+1(x, y)T] = B[x]⊕ ((NOT B[x + 1])AND B[x + 2])
�Ž�—�• �•�˜�›

�Ž�—�• �•�˜�›
A[0, 0] = A[0, 0]⊕ RC[i]

�Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Žζ � �‘�Ž�— �—�Ž�Œ�Ž�œ�œ�Š�›�¢�ð � �’�•�‘ζ ∈ Zs �Š�—�•s = w/m �•�‘�Ž �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �•�Š�Œ�•�˜�›�ï ���•�• �•�‘�Ž
�˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �˜�— �•�‘�Žx, y �û�›�Ž�œ�™�ïζ�ü �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ �Š�›�Ž �Œ�˜�—�œ�’�•�Ž�›�Ž�• �–�˜�•�ž�•�˜5 �û�›�Ž�œ�™�ï �–�˜�•�ž�•�˜s�ü�ï

���‘�’�•�Ž �•�‘�Ž �–�Ž�–�˜�›�¢ �•�˜�Œ�Š�•�’�˜�— �˜�• �Š �•�’�Ÿ�Ž�— �•�Š�—�Ž �Ÿ�Š�›�¢ �•�›�˜�– �›�˜�ž�—�• �•�˜ �›�˜�ž�—�• �Š�Œ�Œ�˜�›�•�’�—�• �•�˜ �•�‘�Ž
Ni(x, y)T �›�ž�•�Ž�ð �•�‘�Žζ �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž �˜�• � �˜�›�•�œ �Ÿ�Š�›�’�Ž�œ �Š�œ � �Ž�•�•�ï ���‘�’�œ �’�œ �‹�Ž�Œ�Š�ž�œ�Ž�ð ���Ÿ�Ž � �˜�›�•�œ �Š�›�Ž
�•�Ž�•�Œ�‘�Ž�• �Š�—�• �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�Ž�• �•�›�˜�– �Š �•�’�Ÿ�Ž�— �œ�Ž�• �˜�• ���Ÿ�Ž �–�Ž�–�˜�›�¢ �•�˜�Œ�Š�•�’�˜�—�œ�ð �Š�—�• �•�‘�Ž �›�Ž�œ�ž�•�•�’�—�• ���Ÿ�Ž
� �˜�›�•�œ �–�ž�œ�• �‹�Ž �œ�•�˜�›�Ž�• �’�—�•�˜ �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž ���Ÿ�Ž �•�˜�Œ�Š�•�’�˜�—�œ�ð �•�˜�› �•�‘�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �•�˜ �‹�Ž �’�—�,�™�•�Š�Œ�Ž�ï
���Ž�• �ž�œ ���›�œ�• �’�•�•�ž�œ�•�›�Š�•�Ž �•�‘�’�œ � �’�•�‘ �Š�— �Ž�¡�Š�–�™�•�Ž �ž�œ�’�—�• �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• � �’�•�‘ �•�Š�Œ�•�˜�›s = 4 �û�Ž�ï�•�ï�ð �•�˜ �Œ�˜�–�,
�™�ž�•�Ž�
�R�P�P�N�X�,f [1600] � �’�•�‘ �W�\�,�‹�’�• �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ�ü �Š�—�• �ž�œ�’�—�• �•�‘�Ž �—�˜�•�Š�•�’�˜�—�œ �˜�• ���•�•�˜�›�’�•�‘�–�Y�ï ���• �•�‘�Ž
�‹�Ž�•�’�—�—�’�—�• �˜�• �•�‘�Ž ���›�œ�• �›�˜�ž�—�•i = 0�ð � �˜�›�•�œ �Š�›�Ž �œ�•�˜�›�Ž�• �’�— �–�Ž�–�˜�›�¢ �•�˜�Œ�Š�•�’�˜�—�œ � �’�•�‘ �•�‘�Ž �’�•�Ž�—�•�’�Œ�Š�•
�Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ�ï ���œ�œ�ž�–�Ž �•�‘�Š�• � �Ž � �Š�—�• �•�˜ �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ �•�‘�Ž �š�ž�Š�›�•�Ž�›�,�™�•�Š�—�Žy = 2 �Š�—�•ζ = 0�ï ���• �œ�˜�–�Ž
�™�˜�’�—�•�ð � �Ž �—�Ž�Ž�• �•�˜ �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž �•�‘�Ž � �˜�›�•B[0]�ð �’�ï�Ž�ï�ð � �˜�›�•(x, y, ζ) = (0, 2, 0) �Š�• �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �˜�•χ�ï ���˜
�•�˜ �œ�˜�ð � �Ž �—�Ž�Ž�• �•�‘�Ž � �˜�›�•A[1, 0, 3] �œ�’�—�Œ�Ž(x′, y′)T = (1, 0)T = M−1(x, y)T �Š�—�•r[0, 0] = 1 �œ�˜
ζ ′ = ζ − 1 = 3 (mod s)�ï ���• �•�‘�Ž �‹�Ž�•�’�—�—�’�—�• �˜�• �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�•�ð � �˜�›�•(1, 0, 3) �’�œ �œ�•�˜�›�Ž�• �’�— �–�Ž�–�˜�›�¢
�Š�•(1, 0, 3)�ï ���Ž � �’�•�• �—�Ž�Ž�• �•�˜ �›�Ž�ž�œ�Ž �•�‘�Ž �–�Ž�–�˜�›�¢ �•�˜�Œ�Š�•�’�˜�—�œ �•�‘�Š�• � �Ž �“�ž�œ�• �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�Ž�•�ï ���˜�ð �•�˜ �›�Ž�œ�™�Ž�Œ�•
�•�‘�ŽNi(x, y)T �›�ž�•�Ž�ð �Š�•�• � �˜�›�•�œ �‹�Ž�•�˜�—�•�’�—�• �•�˜ �•�Š�—�Ž(1, y) = (1, 2) �‘�Š�Ÿ�Ž �•�˜ �‹�Ž �œ�•�˜�›�Ž�• �Š�• �–�Ž�–�˜�›�¢
�•�˜�Œ�Š�•�’�˜�—�œ(1, 0, ·) �œ�’�—�Œ�ŽN(1, 2)T = (1, 0)T�ï ���— �™�Š�›�•�’�Œ�ž�•�Š�›�ð � �˜�›�•(1, y, ζ) = (1, 2, 0) �—�Ž�Ž�•�œ �•�˜
�‹�Ž �œ�•�˜�›�Ž�• �Š�• �–�Ž�–�˜�›�¢ �•�˜�Œ�Š�•�’�˜�—(1, 0, 3) �œ�’�—�Œ�Ž �’�• �’�œ �•�‘�Ž �˜�—�•�¢ �–�Ž�–�˜�›�¢ �•�˜�Œ�Š�•�’�˜�— �•�›�Ž�Ž �Š�• �•�‘�’�œ �™�˜�’�—�•
� �’�•�‘�’�—(1, 0, ·)�ï ���˜ �•�‘�Ž �•�‘�’�›�• �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž �˜�• �•�‘�Ž � �˜�›�• �û0 �’�— �•�‘�’�œ �Ž�¡�Š�–�™�•�Ž�ü �Œ�Š�— �‹�Ž�Œ�˜�–�Ž �•�’���Ž�›�Ž�—�•
�•�›�˜�– �•�‘�Ž �•�‘�’�›�• �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž �˜�• �•�‘�Ž �–�Ž�–�˜�›�¢ �•�˜�Œ�Š�•�’�˜�— �•�˜ �œ�•�˜�›�Ž �’�• �û3 �’�— �•�‘�’�œ �Ž�¡�Š�–�™�•�Ž�ü�ï ���˜�› �•�‘�Ž �˜�•�‘�Ž�›
� �˜�›�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž�ð �•�‘�Ž�›�Ž � �’�•�• �‹�Ž �Š �Œ�˜�—�œ�•�Š�—�• �œ�‘�’�� �‹�Ž�•� �Ž�Ž�— �•�‘�Ž �•�‘�’�›�• �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ�ï

���— �•�Ž�—�Ž�›�Š�•�ð �•�‘�Ž �›�Ž�•�Š�•�’�˜�—�œ�‘�’�™ �‹�Ž�•� �Ž�Ž�— �•�‘�Ž �•�‘�’�›�• �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž �˜�• � �˜�›�•�œ �Š�—�• �•�‘�Š�• �˜�• �•�‘�Ž �–�Ž�–�˜�›�¢
�•�˜�Œ�Š�•�’�˜�— �•�Ž�™�Ž�—�•�œ �˜�— �•�‘�Ž �›�˜�•�Š�•�’�˜�— �Œ�˜�—�œ�•�Š�—�•�œ�ï ���Ž �–�˜�•�Ž�• �•�‘�’�œ �›�Ž�•�Š�•�’�˜�—�œ�‘�’�™ �Š�œ �•�˜�•�•�˜� �œ�ï ���• �•�‘�Ž �‹�Ž�,
�•�’�—�—�’�—�• �˜�• �›�˜�ž�—�•i�ð � �˜�›�•ζ �˜�• �•�Š�—�Ž(x, y)T �’�œ �œ�•�˜�›�Ž�• �Š�• �–�Ž�–�˜�›�¢ �•�˜�Œ�Š�•�’�˜�—(x′, y′, ζ +O(i, x′, y′))
� �’�•�‘ (x′, y′)T = Ni(x, y)T�ï �
�Ž�›�ŽO(i, x, y) �’�œ �Ÿ�’�Ž� �Ž�• �Š�œ �Š �™�›�˜�™�Ž�›�•�¢ �˜�• �•�‘�Ž �–�Ž�–�˜�›�¢ �Œ�Ž�•�•�œ(x, y, ·)�ñ
�’�• �•�Ž�•�•�œ �‹�¢ �‘�˜�  �–�Š�—�¢ �™�˜�œ�’�•�’�˜�—�œ �•�‘�Ž � �˜�›�•�œ �Š�›�Ž �œ�‘�’���Ž�•�ï

���œ�’�—�• �•�‘�Ž �—�˜�•�Š�•�’�˜�—�œ �˜�• ���•�•�˜�›�’�•�‘�–�Y�ð � �˜�›�•(x′, y′, ζ ′) �’�œ �›�Ž�Š�• �’�— �˜�›�•�Ž�› �•�˜ �Ž�Ÿ�Š�•�ž�Š�•�Ž �˜�ž�•�,
�™�ž�• � �˜�›�•(x, y, ζ)�ï ���˜�›�• (x′, y′, ζ ′) �’�œ �•�˜�Œ�Š�•�Ž�• �’�— �–�Ž�–�˜�›�¢ �Š�•(x′′, y′′, ζ ′ + O(i, x′′, y′′))�ð � �’�•�‘
(x′′, y′′)T = Ni(x′, y′)T�ð � �‘�’�Œ�‘ �Œ�Š�— �—�˜�  �‹�Ž �›�Ž�ž�œ�Ž�•�ï �
�Ž�—�Œ�Ž �œ�˜�–�Ž �˜�ž�•�™�ž�• � �˜�›�• � �’�•�‘�’�— �•�‘�Ž
�™�Š�›�• �˜�• �•�‘�Ž �™�•�Š�—�Ž �‹�Ž�’�—�• �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�Ž�•(·, y, ζ) �’�œ �œ�•�˜�›�Ž�• �Š�• �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �–�Ž�–�˜�›�¢ �™�˜�œ�’�•�’�˜�—(x′′, y′′, ζ ′ +
O(i, x′′, y′′)) �Š�• �•�‘�Ž �Ž�—�• �˜�• �›�˜�ž�—�•i�ï ���˜�˜�”�’�—�• �˜�—�•�¢ �Š�• �•�‘�Ž �•�‘�’�›�• �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�ð � �Ž �ž�œ�Ž �–�Ž�–�˜�›�¢
�•�˜�Œ�Š�•�’�˜�—ζ ′ + O(i, x′′, y′′) = ζ − r[x′, y′] + O(i, x′′, y′′) (mod s) �•�˜ �œ�•�˜�›�Ž � �˜�›�•ζ �Š�• �•�‘�Ž �‹�Ž�,

�X�V �&�[�W



�X�ï ���–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž�œ �
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž� 

�•�’�—�—�’�—�• �˜�• �›�˜�ž�—�•i + 1�ï ���’�—�Œ�Žr[x′, y′] = r[N−i(x′′, y′′)T]�ð � �Ž �’�•�Ž�—�•�’�•�¢O(i + 1, x′′, y′′) =
O(i, x′′, y′′)− r[N−i(x′′, y′′)T] �Š�—�• � �Ž �˜�‹�•�Š�’�—�ñ

O(i, x, y) = −
i−1

∑
j=0

r[N−j(x, y)T] (mod s)�ï

���‘�Ž �›�Ž�œ�ž�•�•�’�—�• �Š�•�•�˜�›�’�•�‘�– �’�œ �•�’�œ�™�•�Š�¢�Ž�• �’�— ���•�•�˜�›�’�•�‘�–�[�ï���˜�•�Ž �•�‘�Š�•O(i, 0, 0) = 0 �•�˜�› �Š�•�• �›�˜�ž�—�•�œ
i�ð �œ�˜ �•�‘�Ž �•�Š�œ�• �•�’�—�Ž �û�Ž�Ÿ�Š�•�ž�Š�•�’�˜�— �˜�•ι�ü �Œ�Š�— �‹�Ž �œ�’�–�™�•�’���Ž�•�ï

���•�•�˜�›�’�•�‘�– �[���—�,�™�•�Š�Œ�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• �˜�• �›�˜�ž�—�•i � �’�•�‘ �‹�’�• �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �˜�• �•�Š�Œ�•�˜�›s
�•�˜�›x = 0 �•�˜ �Z�Š�—�•ζ = 0 �•�˜s− 1 �•�˜

���Ž�•ζy = ζ + O(i, Ni(x, y)T)
C[x, ζ] = A[Ni(x, 0)T, ζ0] ⊕ A[Ni(x, 1)T, ζ1] ⊕ A[Ni(x, 2)T, ζ2] ⊕ A[Ni(x, 3)T, ζ3] ⊕
A[Ni(x, 4)T, ζ4]

�Ž�—�• �•�˜�›
�•�˜�›x = 0 �•�˜ �Z�•�˜

D[x, 0] = C[x− 1, 0]⊕ ROT(C[x + 1, s− 1], 1)
�•�˜�›ζ = 1 �•�˜s− 1 �•�˜

D[x, ζ] = C[x− 1, ζ]⊕ C[x + 1, ζ − 1]
�Ž�—�• �•�˜�›

�Ž�—�• �•�˜�›
�•�˜�›y = 0 �•�˜ �Z�Š�—�•ζ = 0 �•�˜s− 1 �•�˜

�•�˜�›x = 0 �•�˜ �Z�•�˜
���Ž�•(x′′, y′′)T = Ni+1(x, y)T �Š�—�•ζ ′ = ζ − r[N(x, y)T] mod s
���Ž�•r = ⌊ r[N(x,y)T]

s ⌋+ 1 �’�•ζ < r[N(x, y)T] mod s�ð �˜�›r = ⌊ r[N(x,y)T]
s ⌋ �˜�•�‘�Ž�›� �’�œ�Ž

B[x + 2y] = ROT((A[x′′, y′′, ζ ′ + O(i, x′′, y′′)]⊕ D[x, ζ ′]), r)
�Ž�—�• �•�˜�›
�•�˜�›x = 0 �•�˜ �Z�•�˜

���Ž�•(x′′, y′′)T = Ni+1(x, y)T

A[x′′, y′′, ζ + O(i + 1, x′′, y′′)] = B[x]⊕ ((NOT B[x + 1])AND B[x + 2])
�Ž�—�• �•�˜�›

�Ž�—�• �•�˜�›
A[0, 0, ζ + O(i + 1, 0, 0)] = A[0, 0, ζ + O(i + 1, 0, 0)]⊕ RCs[i, ζ] �•�˜�›ζ = 0 �•�˜s− 1

�X�ï�[�ï�W�ï�W ���™�Ž�Œ�’�Š�• �Œ�Š�œ�Ž�ñ �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �•�Š�Œ�•�˜�›2

���Ž �—�˜�  �•�˜�˜�” �Š�• �•�‘�Ž �œ�™�Ž�Œ�’���Œ �Œ�Š�œ�Ž �˜�• �Š�— �’�—�,�™�•�Š�Œ�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �ž�œ�’�—�• �Š�— �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �˜�•
�•�Š�Œ�•�˜�›s = 2�ð �Ž�ï�•�ï�ð �•�˜ �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�
�R�P�P�N�X�,f [1600] �ž�œ�’�—�• �Y�X�,�‹�’�• �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �˜�› �•�˜ �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•
�
�R�P�P�N�X�,f [400] �ž�œ�’�—�• �^�,�‹�’�• �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ�ï �����Ž�› �Z �›�˜�ž�—�•�œ�ð �˜�—�Ž � �˜�ž�•�• �Ž�¡�™�Ž�Œ�• �Š�•�• �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž�œ �•�˜ �Œ�˜�–�Ž
�‹�Š�Œ�” �•�˜ �•�‘�Ž�’�› �’�—�’�•�’�Š�• �™�˜�œ�’�•�’�˜�—�œ �‹�ž�• �—�˜�• �—�Ž�Œ�Ž�œ�œ�Š�›�’�•�¢ �•�‘�Ž � �˜�›�• �˜���œ�Ž�•�œ � �’�•�‘�’�— �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž�œ�ð �›�Ž�š�ž�’�›�’�—�•
�Š�—�˜�•�‘�Ž�› �Z �›�˜�ž�—�•�œ �•�˜�›O(8, x, y) �•�˜ �‹�Ž �£�Ž�›�˜ �û�–�˜�•�ž�•�˜ �X�ü�ï �
�˜� �Ž�Ÿ�Ž�›�ð �•�‘�Ž �—�’�Œ�Ž �•�‘�’�—�• �Š�‹�˜�ž�• �•�‘�’�œ
�œ�™�Ž�Œ�’�Š�• �Œ�Š�œ�Ž �’�œ �•�‘�Š�•O(4, x, y) = 0 (mod 2) �•�˜�› �Š�•�• �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œx, y�ï ���‘�’�œ �’�–�™�•�’�Ž�œ �•�‘�Š�• �Š���Ž�› �Z
�›�˜�ž�—�•�œ�ð �Š�•�• �•�‘�Ž � �˜�›�•�œ � �’�•�‘�’�— �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž�œ �Š�›�Ž �Š�•�œ�˜ �‹�Š�Œ�” �•�˜ �•�‘�Ž�’�› �’�—�’�•�’�Š�• �™�˜�œ�’�•�’�˜�—�œ�ï

���˜ �Ÿ�Ž�›�’�•�¢ �•�‘�Š�•O(4, x, y) = −∑3
j=0 r[N−j(x, y)T] = 0 (mod 2) �•�˜�› �Š�•�•x, y �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ�ð � �Ž

�œ�•�Š�›�• � �’�•�‘ �•� �˜ �™�›�˜�™�Ž�›�•�’�Ž�œ �˜�•N�ñ

�
 ���‘�Ž �–�Š�•�›�’�¡N �Š�—�• �’�•�œ �™�˜� �Ž�›�œ �•�Ž�Š�Ÿ�Ž �•�‘�Ž �œ�Ž�•x + y = 0 �ž�—�Œ�‘�Š�—�•�Ž�•�ð �’�ï�Ž�ï�ð �•�‘�Ž �œ�Ž�•x + y = 0
�’�œ �Š�— �Ž�’�•�Ž�—�œ�™�Š�Œ�Ž � �’�•�‘ �Ž�’�•�Ž�—�Ÿ�Š�•�ž�Ž1�ï

�X�W �&�[�W



�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �X�ï ���–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž�œ

�
 ���¡�Œ�Ž�™�• �•�˜�› �•�‘�Ž �™�˜�’�—�•�œ �’�— �•�‘�Ž �œ�Ž�•x + y = 0�ð �•�‘�Ž �™�˜�’�—�•�œNi(x, y)T �œ�•�Š�¢ �’�— �Œ�˜�•�ž�–�—x�ð �•�Š�”�Ž
�Š�•�• �•�‘�Ž �™�˜�œ�’�•�’�˜�—�œ �œ�ž�Œ�‘ �•�‘�Š�•y ̸= −x �Š�—�• �Œ�˜�–�Ž �‹�Š�Œ�” �•�˜ �•�‘�Ž�’�› �’�—�’�•�’�Š�• �™�˜�œ�’�•�’�˜�— �Š���Ž�› �Š �Œ�¢�Œ�•�Ž
�˜�• �•�Ž�—�•�•�‘4�ï

���˜�› �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ �œ�Š�•�’�œ�•�¢�’�—�•x + y = 0�ðr[N−j(x, y)T] �’�œ �Š �Œ�˜�—�œ�•�Š�—�• �œ�˜ �Œ�•�Ž�Š�›�•�¢ �X �•�’�Ÿ�’�•�Ž�œO(4, x, y)�ï
���˜�› �•�‘�Ž �˜�•�‘�Ž�› �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ�ð �’�• �œ�ž���Œ�Ž�œ �•�˜ �Œ�‘�Ž�Œ�” �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �œ�ž�– �˜�• �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �Œ�˜�—�œ�•�Š�—�•�œ �˜�Ÿ�Ž�› �•�‘�Ž �Z
�Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œy ̸= −x �’�— �Ž�Š�Œ�‘ �Œ�˜�•�ž�–�— �’�œ �£�Ž�›�˜ �–�˜�•�ž�•�˜ �X�ï

���'�$ �,�Q�S�O�D�F�H�����%�,�(�,�/�+�$�,�$�-�3� �3�(�.�- �$�7�/�+�.�(�3�2 �3�'�(�2 �!�8 �4�-�1�.�+�+�(�-�& �e �1�.�4�-�#�2 ���j���_

�X�ï�[�ï�W�ï�X ���™�Ž�Œ�’�Š�• �Œ�Š�œ�Ž�ñ �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �•�Š�Œ�•�˜�›4

���Ž �—�˜�  �•�˜�˜�” �Š�• �•�‘�Ž �œ�™�Ž�Œ�’���Œ �Œ�Š�œ�Ž �˜�• �Š�— �’�—�,�™�•�Š�Œ�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �ž�œ�’�—�• �Š�— �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �˜�•
�•�Š�Œ�•�˜�›s = 4�ð �Ž�ï�•�ï�ð �•�˜ �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�
�R�P�P�N�X�,f [1600] �ž�œ�’�—�• �W�\�,�‹�’�• �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �˜�› �•�˜ �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•
�
�R�P�P�N�X�,f [800] �ž�œ�’�—�• �^�,�‹�’�• �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ�ï ���¡�•�Ž�—�•�’�—�• �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �›�Ž�Š�œ�˜�—�’�—�• �•�›�˜�– �•�‘�Ž �™�›�Ž�Ÿ�’�˜�ž�œ �Œ�Š�œ�Ž
s = 2�ð � �Ž �œ�Ž�Ž �•�‘�Š�•O(4, x, y) ∈ {0, 2} (mod 4) �•�˜�› �Š�•�• �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œx, y�ï ���‘�’�œ �’�–�™�•�’�Ž�œ �•�‘�Š�• �Š���Ž�›
�^ �›�˜�ž�—�•�œ�ð � �Ž �‘�Š�Ÿ�ŽO(8, x, y) = 2O(4, x, y) = 0 (mod 4) �Š�—�• �Š�•�• �•�‘�Ž � �˜�›�•�œ � �’�•�‘�’�— �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž�œ
�Š�›�Ž �‹�Š�Œ�” �•�˜ �•�‘�Ž�’�› �’�—�’�•�’�Š�• �™�˜�œ�’�•�’�˜�—�œ�ï

���• �ž�—�›�˜�•�•�’�—�• �^ �›�˜�ž�—�•�œ �’�œ �Š �™�›�˜�‹�•�Ž�–�ð � �Ž �Œ�Š�— �ž�—�›�˜�•�• �Z �›�˜�ž�—�•�œ �Š�—�• �Œ�˜�–�™�ž�•�ŽO(4, x, y) �•�˜ �œ�Ž�Ž
�‘�˜�  � �˜�›�•�œ �Š�›�Ž �œ�•�˜�›�Ž�•�ï ���˜�›�•�ž�—�Š�•�Ž�•�¢�ðO(4, x, y) = 0 (mod 4) �•�˜�› �Š�•�•x, y �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ �Ž�¡�Œ�Ž�™�•
(0, 1)�ð(0, 2)�ð(0, 3)�ð(0, 4)�ð �•�˜�› � �‘�’�Œ�‘O(4, x, y) = 2 (mod 4)�ï ���˜ �Š���Ž�› �Z �›�˜�ž�—�•�œ �’�• �œ�ž���Œ�Ž�œ �•�˜
�’�—�•�Ž�›�Œ�‘�Š�—�•�ŽA[x, y, ζ] � �’�•�‘ A[x, y, ζ + 2] �•�˜�› �•�‘�Žx, y �Œ�˜�˜�›�•�’�—�Š�•�Ž�œ �’�— �•�‘�Ž �œ�Ž�• �Š�‹�˜�Ÿ�Ž�ï

�X�X �&�[�W



���‘�Š�™�•�Ž�› �Y

���˜��� �Š�›�Ž

���— �•�‘�’�œ �Œ�‘�Š�™�•�Ž�›�ð � �Ž �•�’�Ÿ�Ž �Š�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �˜�• �œ�˜��� �Š�›�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�œ�ï ���•�Ž�Š�œ�Ž �—�˜�•�Ž �•�‘�Š�• � �Ž �•�˜
�—�˜�• �™�›�˜�Ÿ�’�•�Ž �Ž�¡�•�Ž�—�œ�’�Ÿ�Ž �‹�Ž�—�Œ�‘�–�Š�›�” �›�Ž�œ�ž�•�•�œ �˜�•�
�R�P�P�N�X�˜�— �Ÿ�Š�›�’�˜�ž�œ �™�•�Š�•�•�˜�›�–�œ�ï ���—�œ�•�Ž�Š�•�ð � �Ž �›�Ž�•�Ž�›
�•�˜ �Ž�������
 �Š�—�• ������ �•�˜�› �•�Ž�•�Š�’�•�Ž�• �Š�—�• �ž�™�,�•�˜�,�•�Š�•�Ž �‹�Ž�—�Œ�‘�–�Š�›�”�’�—�• �•�Š�•�Š �˜�— �Š � �’�•�Ž �›�Š�—�•�Ž �˜�• �™�•�Š�•�,
�•�˜�›�–�œ �ý�W�ð�Y�Y�þ�ï ���— �Š�•�•�’�•�’�˜�—�ð �Š �œ�ž�–�–�Š�›�¢ �˜�• �•�‘�Ž �•�Š�•�Š �Œ�˜�–�’�—�• �•�›�˜�– �Ž�������
 �Š�—�• ������ �Œ�Š�— �‹�Ž �•�˜�ž�—�•
�˜�— �˜�ž�› � �Ž�‹ �™�Š�•�Ž �ý�\�þ�ï

�Y�ï�W ���� �Š�—�• �‘�’�•�‘�,�Ž�—�• �™�•�Š�•�•�˜�›�–�œ

���‘�Ž �™�•�Š�•�•�˜�›�–�œ �œ�ž�™�™�˜�›�•�’�—�• �\�Z�,�‹�’�• �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ �Š�›�Ž �’�— �•�Ž�—�Ž�›�Š�• � �Ž�•�•�,�œ�ž�’�•�Ž�• �•�˜�›�
�R�P�P�N�X�,f �ý�W�\�V�V�þ�ð
�Š�œ �Š �•�Š�—�Ž �Œ�Š�— �‹�Ž �–�Š�™�™�Ž�• �˜�—�•�˜ �Š ������ � �˜�›�•�ï ���‘�Ž �¡�^�\�,�\�Z �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�— �œ�Ž�• �™�›�Ž�œ�Ž�—�• �’�— �•�‘�Ž ������
�˜�• �–�˜�œ�• �›�Ž�Œ�Ž�—�• �����œ �’�œ �Š � �’�•�Ž�•�¢�,�ž�œ�Ž�• �Ž�¡�Š�–�™�•�Ž�ï ���‘�’�œ �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�— �œ�Ž�• �•�˜�Ž�œ �—�˜�• �‘�Š�Ÿ�Ž �Š �Œ�˜�–�‹�’�—�Ž�•
�������¸������ �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�ð �œ�˜ �•�Š�—�Ž �Œ�˜�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�’�—�• �Œ�Š�— �‹�Ž �ž�œ�Ž�• �•�˜ �›�Ž�•�ž�Œ�Ž �•�‘�Ž �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• ������
�’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ�ï ���• �•�‘�Ž �•�’�–�Ž �˜�• � �›�’�•�’�—�•�ð �•�‘�Ž �™�Ž�›�–�ž�•�Š�•�’�˜�—�
�R�P�P�N�X�,f �ý�W�\�V�V�þ �™�•�ž�œ �������’�—�• �W�V�X�Z �‹�’�•�œ
�•�Š�”�Ž�œ �œ�•�’�•�‘�•�•�¢ �–�˜�›�Ž �•�‘�Š�— �W�\�V�V �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ �˜�— �Š �•�¢�™�’�Œ�Š�• �¡�^�\�,�\�Z�,�‹�Š�œ�Ž�• �–�Š�Œ�‘�’�—�Ž�ð �‘�Ž�—�Œ�Ž �Ž�—�Š�‹�•�’�—�• �•�˜
�Š�‹�œ�˜�›�‹ �•�˜�—�• �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž�œ � �’�•�‘�
�R�P�P�N�X�ý�þ �Š�• �Š�‹�˜�ž�• �W�X�ï�\ �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ�&�‹�¢�•�Ž�ï�
�R�P�P�N�X�ý�þ �™�Ž�›�•�˜�›�–�œ �Ÿ�Ž�›�¢ � �Ž�•�•
�˜�— �����\�Z�,�‹�Š�œ�Ž�• �–�Š�Œ�‘�’�—�Ž�œ �•�˜�˜�ð �Š�• �Š�›�˜�ž�—�• �\�,�] �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ�&�‹�¢�•�Ž �ý�\�ð�W�þ�ï

���- ���j���] �6�$ �/�1�.�5�(�#�$ � �- �(�,�/�+�$�,�$�-�3� �3�(�.�- �2�4�(�3� �!�+�$ �%�.�1 �g�e�^�!�(�3 �ø�����2 �"� �+�+�$�#�2�S�W�L�P�L�]�H�G�����_ ���'�$
�"�.�#�$ �4�2�$�2 �.�-�+�8 �/�+� �(�- �ø �(�-�2�3�1�4�"�3�(�.�-�2�] �6�(�3�'�.�4�3 � �2�2�$�,�!�+�8 �-�.�1 �������> �(�-�2�3�1�4�"�3�(�.�-�2�_ ���% �-�$�$�#�$�#�]
�6�$ �'� �5�$ � �/�/�+�(�$�# �+� �-�$ �"�.�,�/�+�$�,�$�-�3�(�-�& �3�. �1�$�#�4�"�$ �3�'�$ �-�4�,�!�$�1 �.�% �
�����2�_ ���'�$ �.�/�$�1� �3�(�.�-�2 �(�-
�3�'�$ �1�.�4�-�# �%�4�-�"�3�(�.�- �'� �5�$ �!�$�$�- �$�7�/� �-�#�$�# �(�- �,� �"�1�.�2 �&�$�-�$�1� �3�$�# �!�8�
�R�P�P�N�X���\�\�Y�`���h���_ ���$
�'� �5�$ �3�1�(�$�# �3�. �(�-�3�$�1�+�$� �5�$ �+�(�-�$�2 �3�'� �3 � �/�/�+�8 �.�- �#�(�õ�$�1�$�-�3 �5� �1�(� �!�+�$�2 �3�. �$�-� �!�+�$ �/�(�/�$�+�(�-�(�-�&�] �6�'�(�+�$
�&�1�.�4�/�(�-�& �2�$�3�2 �.�% �+�(�-�$�2 �3�'� �3 �4�2�$ � �"�.�,�,�.�- �/�1�$�"�.�,�/�4�3�$�# �5� �+�4�$ �3�. � �5�.�(�# �1�$�+�.� �#�(�-�& �3�'�$ �1�$�&�^
�(�2�3�$�1�2 �3�.�. �.�%�3�$�-�_ ���'�$ �.�1�#�$�1 �.�% �.�/�$�1� �3�(�.�-�2 �(�2 �"�$�-�3�$�1�$�# �.�- �3�'�$ �$�5� �+�4� �3�(�.�- �.�%χ �.�- �$� �"�' �/�+� �-�$�]
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�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �Y�ï ���˜��� �Š�›�Ž

�Y�ï�W�ï�W ���œ�’�—�• �������� �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ

���˜�–�Ž �™�•�Š�•�•�˜�›�–�œ �•�˜ �—�˜�• �‘�Š�Ÿ�Ž �™�•�Š�’�— �\�Z�,�‹�’�• �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ �‹�ž�• �‘�Š�Ÿ�Ž �œ�’�—�•�•�Ž�,�’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�— �–�ž�•�•�’�™�•�Ž�,
�•�Š�•�Š �û���������ü �ž�—�’�•�œ �Œ�Š�™�Š�‹�•�Ž �˜�• �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• �\�Z�,�‹�’�• �˜�› �W�X�^�,�‹�’�• �•�Š�•�Š �ž�—�’�•�œ�ï

���— �•�‘�Ž �•�Š�–�’�•�¢ �˜�• ���—�•�Ž�•�ð ������ �Š�—�• �Œ�˜�–�™�Š�•�’�‹�•�Ž �������œ�ð �Š �–�Š�“�˜�›�’�•�¢ �œ�ž�™�™�˜�›�•�œ �������� �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—
�œ�Ž�•�œ �”�—�˜� �— �Š�œ �������ð ������ �Š�—�• �•�‘�Ž�’�› �œ�ž�Œ�Œ�Ž�œ�œ�˜�›�œ�ï ���‘�Ž�œ�Ž �’�—�Œ�•�ž�•�Ž �‹�’�•� �’�œ�Ž �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �˜�— �\�Z�,�‹�’�•
�Š�—�• �W�X�^�,�‹�’�• �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ�ï ���‘�Š�—�”�œ �•�˜ �•�‘�Ž �œ�¢�–�–�Ž�•�›�¢ �˜�• �•�‘�Ž �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �’�—�
�R�P�P�N�X�,f �ð �•�‘�Ž �™�Ž�›�•�˜�›�,
�–�Š�—�Œ�Ž �˜�•�
�R�P�P�N�X�Œ�Š�— �‹�Ž�—�Ž���• �•�›�˜�– �•�‘�Ž�œ�Ž �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�— �œ�Ž�•�œ�ï ���˜�› �’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž�ð �•�‘�Ž�S�D�Q�G�Q�’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—
�™�Ž�›�•�˜�›�–�œ �•�‘�Ž ������ ������ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�— �‹�’�•� �’�œ�Ž �˜�— �W�X�^�,�‹�’�• �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ �û�˜�› �˜�—�Ž �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�› �Š�—�• �˜�—�Ž �–�Ž�–�,
�˜�›�¢ �•�˜�Œ�Š�•�’�˜�—�ü�ð � �‘�’�Œ�‘ �Œ�Š�— �‹�Ž �ž�œ�Ž�• �•�˜ �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•χ�ï ���ž�Œ�‘ �Š�— �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�— �›�Ž�™�•�Š�Œ�Ž�œ �•�˜�ž�› �\�Z�,�‹�’�•
�’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ �˜�› �Ž�’�•�‘�• �Y�X�,�‹�’�• �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ�ï ���’�–�’�•�Š�›�•�¢�ð �•�‘�Ž�S�[�R�U�’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�— �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�œ �•�‘�Ž ������ �˜�•
�•� �˜ �W�X�^�,�‹�’�• �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ �û�˜�› �˜�—�Ž �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�› �Š�—�• �˜�—�Ž �–�Ž�–�˜�›�¢ �•�˜�Œ�Š�•�’�˜�—�ü�ð �›�Ž�™�•�Š�Œ�’�—�• �•� �˜ �\�Z�,�‹�’�• �������œ
�˜�› �•�˜�ž�› �Y�X�,�‹�’�• �������œ�ï

���‘�’�•�Ž �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ �˜�— �W�X�^�,�‹�’�• �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ � �˜�›�” � �Ž�•�• �•�˜�›θ�ðπ�ðχ �Š�—�•ι�ð �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž�œ �Š�›�Ž �›�˜�•�Š�•�Ž�•
�‹�¢ �•�’���Ž�›�Ž�—�• �Š�–�˜�ž�—�•�œ �’�—ρ�ï ���˜�—�œ�Ž�š�ž�Ž�—�•�•�¢�ð �•�‘�Ž �›�˜�•�Š�•�’�˜�—�œ �’�—ρ �Œ�Š�—�—�˜�• �•�ž�•�•�¢ �‹�Ž�—�Ž���• �•�›�˜�– �•�‘�Ž �W�X�^�,
�‹�’�• �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ�ï �
�˜� �Ž�Ÿ�Ž�›�ð �•�‘�Ž �›�˜�•�Š�•�’�˜�—�œ �’�—θ �Š�›�Ž �Š�•�• �˜�• �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �Š�–�˜�ž�—�• �Š�—�• �Œ�Š�— �‹�Ž �Œ�˜�–�‹�’�—�Ž�•
�Ž���Œ�’�Ž�—�•�•�¢�ï

���• �Š �–�˜�•�Ž�›�— �\�Z�,�‹�’�• ������ �œ�ž�Œ�‘ �Š�œ �Š�— ���—�•�Ž�• ���˜�›�Ž �X ���ž�˜ �˜�› �Š�— ������ ���•�‘�•�˜�— �\�Z �’�œ �›�Ž�œ�•�›�’�Œ�•�Ž�•
�•�˜ �Y�X�,�‹�’�• �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ �û�Ž�ï�•�ï�ð �’�• �•�‘�Ž �’�—�œ�•�Š�•�•�Ž�• �˜�™�Ž�›�Š�•�’�—�• �œ�¢�œ�•�Ž�– �ž�œ�Ž�œ �˜�—�•�¢ �Š �•�Ž�•�Š�Œ�¢ �Y�X�,�‹�’�• �–�˜�•�Ž�ü�ð
�ž�œ�’�—�• �•�‘�Ž �W�X�^�,�‹�’�• �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ �˜�• ������ �¢�’�Ž�•�•�œ �•�Š�œ�•�Ž�› �•�‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�• �•�‘�Š�— �ž�œ�’�—�• �™�•�Š�’�— �Y�X�,�‹�’�• �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ
�˜�— �œ�ž�Œ�‘ �™�•�Š�•�•�˜�›�–�œ�ï ���— �œ�ž�Œ�‘ �Š �Œ�Š�œ�Ž�ð �•�‘�Ž �Ž�Ÿ�Š�•�ž�Š�•�’�˜�— �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �ý�W�\�V�V�þ �Š�—�• �������’�—�• �W�V�X�Z �‹�’�•�œ
�•�Š�”�Ž�œ �Š�‹�˜�ž�• �X�[�V�V �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ�ð �‘�Ž�—�Œ�Ž �Ž�—�Š�‹�•�’�—�• �•�˜ �Š�‹�œ�˜�›�‹ �•�˜�—�• �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž�œ � �’�•�‘�
�R�P�P�N�X�ý�þ �Š�• �Š�‹�˜�ž�• �X�V
�Œ�¢�Œ�•�Ž�œ�&�‹�¢�•�Ž�ï

���˜�–�Ž �˜�•�•�Ž�› �����œ �‘�Š�Ÿ�Ž �Y�X�,�‹�’�• �������œ �Š�—�• �Š ������ �ž�—�’�• � �’�•�‘ �\�Z�,�‹�’�• �������� �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ�ï ���— �œ�ž�Œ�‘
�Š �Œ�Š�œ�Ž�ð �’�• �’�œ �Š�•�œ�˜ �’�—�•�Ž�›�Ž�œ�•�’�—�• �•�˜ �ž�œ�Ž �������� �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ�ï ���ï�•�ï�ð �˜�— �Š�— ���—�•�Ž�• ���Ž�—�•�’�ž�– �Y�ð �•�‘�Ž �Ž�Ÿ�Š�•�,
�ž�Š�•�’�˜�— �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �ý�W�\�V�V�þ �Š�—�• �������’�—�• �W�V�X�Z �‹�’�•�œ �•�Š�”�Ž�œ �Š�‹�˜�ž�• �[�X�V�V �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ�ð �‘�Ž�—�Œ�Ž �Ž�—�Š�‹�•�’�—�• �•�˜
�Š�‹�œ�˜�›�‹ �•�˜�—�• �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž�œ � �’�•�‘�
�R�P�P�N�X�ý�þ �Š�• �Š�‹�˜�ž�• �Z�W �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ�&�‹�¢�•�Ž�ï ���‘�’�œ �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�œ �Š �Z�V�– �œ�™�Ž�Ž�•�ž�™
�Œ�˜�–�™�Š�›�Ž�• �•�˜ �Š�— �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �ž�œ�’�—�• �˜�—�•�¢ �Y�X�,�‹�’�• �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ�ï

���- ���j���] �6�$ �/�1�.�5�(�#�$ �(�,�/�+�$�,�$�-�3� �3�(�.�-�2 �%�.�1 �g�e�^�!�(�3 ������ � �-�# �b�c�i�^�!�(�3 ������ �(�-�2�3�1�4�"�3�(�.�-�2�_ ���'�(�2 �"� �-
�!�$ �2�$�3 �(�-�.�H�F�F�D�N�)�������������R�S�W�������V�H�W�W�L�Q�J�V���K�] �!�8 �#�$�Ð�-�(�-�& �$�(�3�'�$�1�8�V�H�0�0�;�.�1�8�V�H�6�6�(�_

�Y�ï�W�ï�X �������� �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ �Š�—�• �•�›�Ž�Ž �‘�Š�œ�‘�’�—�•

���Š�›�Š�•�•�Ž�• �Ž�Ÿ�Š�•�ž�Š�•�’�˜�—�œ �˜�• �•� �˜ �’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž�œ �˜�•�
�R�P�P�N�X�Œ�Š�— �Š�•�œ�˜ �‹�Ž�—�Ž���• �•�›�˜�– �������� �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ�ð �•�˜�›
�Ž�¡�Š�–�™�•�Ž �’�— �•�‘�Ž �Œ�˜�—�•�Ž�¡�• �˜�• �•�›�Ž�Ž �‘�Š�œ�‘�’�—�•�ï ���— �™�Š�›�•�’�Œ�ž�•�Š�›�ð �Š �•�›�Ž�Ž �‘�Š�œ�‘�’�—�• �–�˜�•�Ž �Š�œ �•�Ž���—�Ž�• �’�— �ý�Y�þ
�ž�œ�’�—�•�
�R�P�P�N�X[] �Š�—�• �™�Š�›�Š�–�Ž�•�Ž�›�œ(G = LI, H = 1, D = 2, B = 64, C = c = 576) �Œ�Š�— �•�’�›�Ž�Œ�•�•�¢
�•�Š�”�Ž �Š�•�Ÿ�Š�—�•�Š�•�Ž �˜�• �•� �˜ �’�—�•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�• �œ�™�˜�—�•�Ž �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�œ �›�ž�—�—�’�—�• �’�— �™�Š�›�Š�•�•�Ž�•�ð �Ž�Š�Œ�‘ �•�Š�”�’�—�• �\�Z �‹�’�•�œ
�˜�• �’�—�™�ž�• �Š�•�•�Ž�›�—�Š�•�’�Ÿ�Ž�•�¢�ï ���‘�Ž ���—�Š�• �—�˜�•�Ž �•�‘�Ž�— �Œ�˜�–�‹�’�—�Ž�œ �•�‘�Ž�’�› �˜�ž�•�™�ž�•�œ�ï

���Ž �‘�Š�Ÿ�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Ž�• �•�‘�Ž�
�R�P�P�N�X�,f [1600] �™�Ž�›�–�ž�•�Š�•�’�˜�— � �’�•�‘ �������X �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ �ž�œ�’�—�• �˜�—�•�¢
�\�Z �‹�’�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �W�X�^�,�‹�’�• �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ�ï ���¢ �•�Ž���—�’�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž�œ�Ž �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ�ð �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �Š�›�Ž �Š�™�,
�™�•�’�Ž�• �•�˜ �•�‘�Ž �˜�•�‘�Ž�› �\�Z �‹�’�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ�ï ���• �’�œ �•�‘�ž�œ �™�˜�œ�œ�’�‹�•�Ž �•�˜ �Ž�Ÿ�Š�•�ž�Š�•�Ž �•� �˜ �’�—�•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�•
�’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž�œ �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f [1600] �’�— �™�Š�›�Š�•�•�Ž�• �˜�— �Š �œ�’�—�•�•�Ž �Œ�˜�›�Ž �˜�• �•�‘�Ž �������ï

���— �•�‘�’�œ �’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž �˜�• �•�‘�Ž �•�›�Ž�Ž �‘�Š�œ�‘�’�—�• �–�˜�•�Ž�ð �•�‘�Ž �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž �‹�’�•�œ �Œ�Š�— �‹�Ž �•�’�›�Ž�Œ�•�•�¢ �’�—�™�ž�• �’�—�•�˜ �•�‘�Ž
�W�X�^�,�‹�’�• �������X �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ � �’�•�‘�˜�ž�• �Š�—�¢ �•�Š�•�Š �œ�‘�ž���’�—�•�ï ���œ�’�—�• �•�Ž�Š�• �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �Š�—�• �Š �‹�•�˜�Œ�” �œ�’�£�Ž
B �˜�• �\�Z �‹�’�•�œ�ð �\�Z �‹�’�•�œ �˜�• �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž �Š�›�Ž �ž�œ�Ž�• �Š�•�•�Ž�›�—�Š�•�’�Ÿ�Ž�•�¢ �‹�¢ �•�‘�Ž ���›�œ�• �œ�™�˜�—�•�Ž �•�ž�—�Œ�•�’�˜�— �•�‘�Ž�— �‹�¢
�•�‘�Ž �œ�Ž�Œ�˜�—�• �œ�™�˜�—�•�Ž �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�ï ���‘�’�œ �–�Š�•�Œ�‘�Ž�œ �‘�˜�  �•�‘�Ž �•�Š�•�Š �Š�›�Ž �˜�›�•�Š�—�’�£�Ž�• �’�— �•�‘�Ž �������X �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ�ð
� �‘�Ž�›�Ž �\�Z �‹�’�•�œ �Š�›�Ž �ž�œ�Ž�• �•�˜ �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž �˜�—�Ž �’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f [1600] �Š�—�• �•�‘�Ž �˜�•�‘�Ž�› �\�Z �‹�’�•�œ �•�˜
�Œ�˜�–�™�ž�•�Ž �•�‘�Ž �œ�Ž�Œ�˜�—�• �’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž�ï

���— �Š ���� � �’�•�‘ �Š�— ���—�•�Ž�• ���˜�›�Ž �X ���ž�˜�ð � �Ž �‘�Š�Ÿ�Ž �–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�• �•�‘�Ž �œ�™�Ž�Ž�• �˜�• �•�‘�Ž �•�˜�ž�‹�•�Ž �Ž�Ÿ�Š�•�ž�Š�•�’�˜�—
�˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �ý�W�\�V�V�þ �Š�—�• �•�‘�Ž ������ �˜�• �•� �˜ �‹�•�˜�Œ�”�œ �˜�• �W�V�X�Z �‹�’�•�œ�ï ���‘�’�œ �•�Š�”�Ž�œ �Š�‹�˜�ž�• �X�[�X�V �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ�ð �‘�Ž�—�Œ�Ž

�X�Z �&�[�W



�Y�ï ���˜��� �Š�›�Ž �
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž� 

�Ž�—�Š�‹�•�’�—�• �•�˜ �Š�‹�œ�˜�›�‹ �•�˜�—�• �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž�œ �‹�Ž�•�˜�  �W�V �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ�&�‹�¢�•�Ž�ï ���ž�›�•�‘�Ž�›�–�˜�›�Ž�ð �˜�—�Ž �–�Š�¢ �Œ�˜�—�œ�’�•�Ž�› �•�‘�Ž
�Œ�Š�œ�Žr = 1088 �Š�—�•C = c = 512�ð �•�˜�› � �‘�’�Œ�‘ �•�‘�Ž �Œ�•�Š�’�–�Ž�• �œ�Ž�Œ�ž�›�’�•�¢ �•�Ž�Ÿ�Ž�• �’�œ2256�ï ���‘�’�•�Ž �•�˜�œ�’�—�• �•�‘�Ž
�™�˜� �Ž�› �˜�• �•� �˜ �•�˜�› �•�‘�Ž �›�Š�•�Ž�ð �•�‘�Ž ���—�Š�• �—�˜�•�Ž �—�Ž�Ž�•�œ �•�˜ �Š�‹�œ�˜�›�‹ �˜�—�•�¢ �˜�—�Ž �‹�•�˜�Œ�” �ûDC < r�ü �Š�—�• �•�‘�Ž
�˜�Ÿ�Ž�›�‘�Ž�Š�• �›�Ž�–�Š�’�—�œ �›�Ž�Š�œ�˜�—�Š�‹�•�Ž�ñ �˜�—�Ž �Ž�¡�•�›�Š �Ž�Ÿ�Š�•�ž�Š�•�’�˜�— �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �™�Ž�› �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž�ï ���‘�’�œ �‹�Ž�—�Ž���•�œ
�Š�•�œ�˜ �•�˜ �•�˜�—�• �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž�œ�ð �•�˜�› � �‘�’�Œ�‘ �•�‘�Ž �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ �™�Ž�› �‹�¢�•�Ž �’�œ �•�ž�›�•�‘�Ž�› �›�Ž�•�ž�Œ�Ž�• �•�˜ �Š�‹�˜�ž�• �_
�Œ�¢�Œ�•�Ž�œ�&�‹�¢�•�Ž�ï

�Y�ï�W�ï�Y ���Š�•�Œ�‘ �˜�› �•�›�Ž�Ž �‘�Š�œ�‘�’�—�• �˜�— �Š �•�›�Š�™�‘�’�Œ�œ �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• �ž�—�’�•

���œ�’�—�• �Š �•�›�Š�™�‘�’�Œ�œ �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• �ž�—�’�• �û�	�����ü �Š�•�•�˜� �œ �•�˜�› �Š �‘�’�•�‘ �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž�œ �˜�•�
�R�P�P�N�X�•�˜
�‹�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�• �’�— �™�Š�›�Š�•�•�Ž�•�ï ���‘�’�œ �Œ�Š�— �‹�Ž �ž�œ�Ž�•�ž�• �’�— �•�‘�Ž �Œ�Š�œ�Ž �˜�• �•�‘�Ž �‹�Š�•�Œ�‘ �Ž�Ÿ�Š�•�ž�Š�•�’�˜�— �˜�• �œ�Ž�Ÿ�Ž�›�Š�• �‘�Š�œ�‘
�•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�œ �˜�› �˜�• �œ�Ž�Ÿ�Ž�›�Š�• �”�Ž�¢ �œ�•�›�Ž�Š�–�œ�ð �˜�› �’�— �•�‘�Ž �Œ�Š�œ�Ž �˜�• �•�›�Ž�Ž �‘�Š�œ�‘�’�—�•�ï ���Ž �Š�›�Ž �Š� �Š�›�Ž �˜�• �Š�• �•�Ž�Š�œ�•
�•� �˜ �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�œ �˜�•�
�R�P�P�N�X�˜�— �Š �•�›�Š�™�‘�’�Œ�œ �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• �ž�—�’�• �ý�X�W�ð�Y�V�þ�ï

�Y�ï�X ���–�Š�•�• �Y�X�,�‹�’�• �™�•�Š�•�•�˜�›�–�œ

���— �•�‘�’�œ �œ�Ž�Œ�•�’�˜�—�ð � �Ž �Œ�˜�—�œ�’�•�Ž�› �•�‘�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�•�
�R�P�P�N�X�˜�— �Š �Y�X�,�‹�’�• �™�•�Š�•�•�˜�›�– � �’�•�‘�˜�ž�• �Š
�������� �ž�—�’�•�ï

�� ���›�œ�• �š�ž�Ž�œ�•�’�˜�— �•�˜ �Š�œ�” �˜�ž�›�œ�Ž�•�Ÿ�Ž�œ�/�Š�• �•�Ž�Š�œ�• �’�• �•�‘�’�œ �Œ�‘�˜�’�Œ�Ž �’�œ �™�˜�œ�œ�’�‹�•�Ž �•�ž�Ž �•�˜ �’�—�•�Ž�›�˜�™�Ž�›�,
�Š�‹�’�•�’�•�¢ �Œ�˜�—�œ�•�›�Š�’�—�•�œ�/�’�œ �•�˜ �Œ�˜�—�œ�’�•�Ž�› �ž�œ�’�—�• �Ž�’�•�‘�Ž�›�
�R�P�P�N�X�,f �ý�^�V�V�þ �˜�›�
�R�P�P�N�X�,f �ý�W�\�V�V�þ�ï ���— �•�‘�Ž
�˜�—�Ž �‘�Š�—�•�ð �•�˜�› �Š �•�’�Ÿ�Ž�— �œ�Ž�Œ�ž�›�’�•�¢ �•�Ž�Ÿ�Ž�•�/�‘�Ž�—�Œ�Ž �Š �•�’�Ÿ�Ž�— �Œ�Š�™�Š�Œ�’�•�¢c�/�Š �œ�™�˜�—�•�Ž �•�ž�—�Œ�•�’�˜�— �ž�œ�’�—�•
�
�R�P�P�N�X�,f �ý�W�\�V�V�þ �Š�•�•�˜� �œ �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• �^�V�V �–�˜�›�Ž �’�—�™�ž�• �‹�’�•�œ �™�Ž�› �Œ�Š�•�• �•�˜ �•�‘�Ž �™�Ž�›�–�ž�•�Š�•�’�˜�— �•�‘�Š�— �˜�—�Ž
�ž�œ�’�—�•�
�R�P�P�N�X�,f �ý�^�V�V�þ�ï ���— �•�‘�Ž �˜�•�‘�Ž�› �‘�Š�—�•�ð �•�‘�Ž �–�Ž�–�˜�›�¢ �•�˜�˜�•�™�›�’�—�• �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �ý�^�V�V�þ �’�œ �œ�–�Š�•�•�Ž�›
�Š�œ �’�•�œ �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž �ž�œ�Ž�œ �˜�—�•�¢ �X�[ � �˜�›�•�œ �˜�• �Y�X �‹�’�•�œ�ð � �‘�’�•�Ž �•�‘�’�œ �—�ž�–�‹�Ž�› �›�Š�’�œ�Ž�œ �•�˜ �[�V �•�˜�›�
�R�P�P�N�X�,f �ý�W�\�V�V�þ�ï
�� �•�˜� �Ž�› �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• � �˜�›�•�œ �ž�œ�ž�Š�•�•�¢ �–�Ž�Š�—�œ �Š �•�˜� �Ž�› �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �•�˜�Š�•�&�œ�•�˜�›�Ž �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �•�›�˜�–�&�•�˜
�–�Ž�–�˜�›�¢�ï

���• �˜�—�Ž �•�˜�Ž�œ �•�˜�›�
�R�P�P�N�X�,f �ý�W�\�V�V�þ�ð �•�‘�Ž �‹�Ž�œ�• �’�œ �•�˜ �–�Š�”�Ž �ž�œ�Ž �˜�• �•�‘�Ž �‹�’�• �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž
�û�œ�Ž�Ž ���Ž�Œ�•�’�˜�—�X�ï�W�ü�ï ���‘�’�œ � �Š�¢�ð �Š�•�• �•�‘�Ž �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �Š�›�Ž �•�˜�—�Ž �˜�— �Y�X�,�‹�’�• � �˜�›�•�œ�ð �’�—�Œ�•�ž�•�’�—�• �•�‘�Ž �›�˜�•�Š�,
�•�’�˜�—�œ�ï ���• �˜�—�Ž �•�˜�Ž�œ �•�˜�›�
�R�P�P�N�X�,f �ý�^�V�V�þ�ð �Ž�Š�Œ�‘ �•�Š�—�Ž �’�œ �œ�’�–�™�•�¢ �–�Š�™�™�Ž�• �•�˜ �Š ������ � �˜�›�•�ï

���.�1 �d�c�^�!�(�3 �/�+� �3�%�.�1�,�2 �(�- �&�$�-�$�1� �+�] �&�.�.�# �2�3� �1�3�(�-�& �/�.�(�-�3�2 � �1�$ �3�'�$ �%�.�+�+�.�6�(�-�&�_

�˜ ���'�$ �3� �1�&�$�3�6�L�P�S�O�H�����%�,�"�.�-�3� �(�-�2 � �2�(�,�/�+�$ �8�$�3 �.�/�3�(�,�(�9�$�# �(�,�/�+�$�,�$�-�3� �3�(�.�- �.�%�
�R�P�P�N�X� f̂ ���b�g�a�a��
�(�- �ø �4�2�(�-�& �!�(�3 �(�-�3�$�1�+�$� �5�(�-�& �Y�2�$�$ �Ð�+�$�.�H�F�F�D�N���V�L�P�S�O�H�����%�,���F�Z�_

�˜ �=�+�3�$�1�-� �3�(�5�$�+�8�] �3�'�$ �3� �1�&�$�3�,�Q�S�O�D�F�H�����%�,�(�2 � �+�,�.�2�3 � �2 �2�(�,�/�+�$ � �2�6�L�P�S�O�H�����%�,�] �6�(�3�' �3�'�$
� �#�#�$�# �!�$�-�$�Ð�3 �.�% �4�2�(�-�& �+�$�2�2 ���=���_

�˜ ���'�$ �3� �1�&�$�3�6�L�P�S�O�H�"� �- �!�$ �4�2�$�# �3�. �(�-�2�3� �-�3�(� �3�$ � �2�(�,�/�+�$ �8�$�3 �.�/�3�(�,�(�9�$�# �(�,�/�+�$�,�$�-�3� �3�(�.�-
�.�%�
�R�P�P�N�X� f̂ ���i�a�a�� �(�- �ø�] �,� �/�/�(�-�& � �+� �-�$ �3�. � �ø���� �6�.�1�# �Y�2�$�$ �Ð�+�$�.�H�F�F�D�N���V�L�P�S�O�H���F

� �-�# �2�$�3�F�.�H�F�F�D�N�%�3�. �i�a�a �(�-�.�H�F�F�D�N���V�L�P�S�O�H���V�H�W�W�L�Q�J�V���K�Z�_

�Y�ï�X�ï�W ���–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�— �Š ������ ���˜�›�•�Ž�¡�,���Y

���‘�Ž ������ ���˜�›�•�Ž�¡�,���Y �’�œ �Š �Y�X�,�‹�’�• �������� �–�’�Œ�›�˜�Œ�˜�—�•�›�˜�•�•�Ž�› �Œ�˜�›�Ž � �’�•�‘ �W�\ �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ�ï ���•�œ �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—
�œ�Ž�• �Œ�˜�—�•�Š�’�—�œ �Š �Œ�˜�–�‹�’�—�Ž�• �������¸������ �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�— �Œ�Š�•�•�Ž�•�E�L�F�ð �œ�˜ �•�‘�Š�• �•�Š�—�Ž �Œ�˜�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�’�—�• �’�œ �—�˜�•
�—�Ž�Œ�Ž�œ�œ�Š�›�¢�ï ���‘�Ž �Y�X�,�‹�’�• �›�˜�•�Š�•�’�˜�—�œ �Š�›�Ž �—�Š�•�’�Ÿ�Ž�•�¢ �œ�ž�™�™�˜�›�•�Ž�• �Š�—�• �œ�ž�Œ�‘ �›�˜�•�Š�•�’�˜�—�œ �Œ�Š�— �‹�Ž �Œ�˜�–�‹�’�—�Ž�•
� �’�•�‘ �˜�•�‘�Ž�› �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �•�‘�Š�—�”�œ �•�˜ �’�•�œ �‹�Š�›�›�Ž�• �œ�‘�’���Ž�›�ï ���’�•�‘ �˜�ž�› �‹�Ž�œ�• �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�— �•�‘�’�œ �™�›�˜�,
�Œ�Ž�œ�œ�˜�›�ð�
�R�P�P�N�X[] �•�Š�”�Ž�œ �Š�‹�˜�ž�• �_�[ �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ�&�‹�¢�•�Ž �•�˜�› �•�˜�—�• �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž�œ �Š�—�• �X�]�X �‹�¢�•�Ž�œ �˜�• ������ �˜�— �•�‘�Ž
�œ�•�Š�Œ�”�ð �Š�Œ�Œ�˜�›�•�’�—�• �•�˜ �˜�ž�› �–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�–�Ž�—�•�œ�ï
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�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �Y�ï ���˜��� �Š�›�Ž

���- ���j���] �6�$ �/�1�.�5�(�#�$ � �- �(�,�/�+�$�,�$�-�3� �3�(�.�- �(�- � �2�2�$�,�!�+�8 �.�%�
�R�P�P�N�X� f̂ ���b�g�a�a�� �%�.�1 �=���� �ø�.�1�3�$�7�^���d�l
�2�$�$ �3�'�$ �Ð�+�$�.�H�F�F�D�N���L�Q�S�O�D�F�H�����%�,���D�U�P�J�F�F���V�_ ���3 �4�2�$�2 �!�(�3 �(�-�3�$�1�+�$� �5�(�-�& � �-�# �3� �*�$�2 � �#�5� �-�3� �&�$
�.�% �3�'�$ �!� �1�1�$�+ �2�'�(�%�3�$�1 �3�. �"�.�,�!�(�-�$ �2�.�,�$ �������2 � �-�# �1�.�3� �3�(�.�-�2 �(�- �.�-�$ �(�-�2�3�1�4�"�3�(�.�-�_

�Y�ï�Y ���–�Š�•�• �^�,�‹�’�• �™�•�Š�•�•�˜�›�–�œ

���— �•�‘�’�œ �œ�Ž�Œ�•�’�˜�—�ð � �Ž �Œ�˜�—�œ�’�•�Ž�› �•�‘�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�•�
�R�P�P�N�X�˜�— �Š �œ�–�Š�•�• �^�,�‹�’�• �™�•�Š�•�•�˜�›�–�ï ���œ �•�˜�›
�œ�–�Š�•�• �Y�X�,�‹�’�• �™�•�Š�•�•�˜�›�–�œ�ð �•�‘�Ž ���›�œ�• �š�ž�Ž�œ�•�’�˜�— �•�˜ �Š�œ�” �˜�ž�›�œ�Ž�•�Ÿ�Ž�œ �’�œ � �‘�’�Œ�‘ �’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �•�˜
�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�ï �	�Ž�—�Ž�›�Š�•�•�¢ �œ�™�Ž�Š�”�’�—�•�ð �•�Š�›�•�Ž�› �’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž�œ �Š�•�•�˜�  �‘�Š�Ÿ�’�—�• �•�Š�›�•�Ž�› �›�Š�•�Ž�œ �Š�—�• �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�•
�–�˜�›�Ž �’�—�™�ž�• �‹�’�•�œ �•�˜�› �Š �•�’�Ÿ�Ž�— �Œ�Š�™�Š�Œ�’�•�¢c�ï �
�˜� �Ž�Ÿ�Ž�›�ð �•�‘�Ž �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�• �–�Ž�–�˜�›�¢ �Š�•�œ�˜ �’�—�Œ�›�Ž�Š�œ�Ž�œ�ï

���‘�Ž �‹�’�• �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž�ð �•�Ž�œ�Œ�›�’�‹�Ž�• �’�— ���Ž�Œ�•�’�˜�—�X�ï�W�ð �Œ�˜�ž�•�• �‹�Ž �ž�œ�Ž�• �•�˜ �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�• �•�‘�Ž
�\�Z�,�‹�’�•�ð �Y�X�,�‹�’�• �Š�—�• �W�\�,�‹�’�• �•�Š�—�Ž�œ �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �ý�W�\�V�V�þ�ð�
�R�P�P�N�X�,f �ý�^�V�V�þ �Š�—�•�
�R�P�P�N�X�,f �ý�Z�V�V�þ�ð �›�Ž�œ�™�Ž�Œ�,
�•�’�Ÿ�Ž�•�¢�ð � �’�•�‘ �‹�¢�•�Ž�œ�ï ���¢�•�Ž�,�•�Ž�Ÿ�Ž�• �›�˜�•�Š�•�’�˜�—�œ�ð �‘�˜� �Ž�Ÿ�Ž�›�ð �Š�›�Ž �—�˜�• �˜���Ž�— �™�›�Ž�œ�Ž�—�• �˜�— �^�,�‹�’�• �™�•�Š�•�•�˜�›�–�œ�ï
���˜�•�Š�•�’�˜�—�œ �•�‘�Š�• �™�›�˜�™�Š�•�Š�•�Ž �Š �‹�’�• �•�‘�›�˜�ž�•�‘ �•�‘�Ž �Œ�Š�›�›�¢ �Š�›�Ž �ž�œ�ž�Š�•�•�¢ �—�Š�•�’�Ÿ�Ž�•�¢ �œ�ž�™�™�˜�›�•�Ž�• �Š�—�• �Œ�Š�— �‹�Ž
�ž�œ�Ž�• �•�˜ �™�Ž�›�•�˜�›�– �›�˜�•�Š�•�’�˜�—�œ �˜�Ÿ�Ž�› �•�Š�—�Ž�œ �˜�• �Š�—�¢ �œ�’�£�Ž�ð �‹�¢ �Œ�‘�Š�’�—�’�—�• �œ�ž�Œ�‘ �›�˜�•�Š�•�’�˜�—�œ �•�‘�›�˜�ž�•�‘ �Š�•�• �•�‘�Ž
�‹�¢�•�Ž�œ �˜�• �Š �•�Š�—�Ž�ï ���˜�ð �’�— �™�›�Š�Œ�•�’�Œ�Ž�ð � �Ž �•�’�• �—�˜�• ���—�• �‹�’�• �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �•�˜ �‹�Ž �Š�•�Ÿ�Š�—�•�Š�•�Ž�˜�ž�œ �’�— �•�‘�’�œ
�Œ�Š�œ�Ž�ð �Š�•�•�‘�˜�ž�•�‘ �’�• �–�Š�¢ �‹�Ž�Œ�˜�–�Ž �œ�˜ �˜�— �œ�˜�–�Ž �œ�™�Ž�Œ�’���Œ �™�•�Š�•�•�˜�›�–�œ�ï

���• �Š �œ�–�Š�•�• �Œ�Š�™�Š�Œ�’�•�¢ �˜�•c = 160 �‹�’�•�œ �˜�› �œ�˜ �’�œ �Ž�—�˜�ž�•�‘ �•�˜�› �Š �•�’�Ÿ�Ž�— �Š�™�™�•�’�Œ�Š�•�’�˜�—�ð �˜�—�Ž �Œ�Š�— �ž�œ�Ž
�
�R�P�P�N�X�,f �ý�X�V�V�þ�ð � �‘�’�Œ�‘ �ž�œ�Ž�œ �˜�—�•�¢ �^�,�‹�’�• �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �Š�—�• �Œ�Š�— �‹�Ž �–�Š�•�Ž �Ÿ�Ž�›�¢ �Œ�˜�–�™�Š�Œ�•�ð �Š�œ �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž
�˜�—�•�¢ �ž�œ�Ž�œ �X�[ �‹�¢�•�Ž�œ�ï

���.�1 �2�,� �+�+ �i�^�!�(�3 �/�+� �3�%�.�1�,�2 �(�- �&�$�-�$�1� �+�] �3�'�$ �3� �1�&�$�3�&�R�P�S�D�F�W���(�- ���j�� �(�2 � �&�.�.�# �2�3� �1�3�(�-�& �/�.�(�-�3 �3�.
�(�,�/�+�$�,�$�-�3�
�R�P�P�N�X� f̂ ���b�g�a�a�� �.�- � �- �i�^�!�(�3 �/�1�.�"�$�2�2�.�1�_ �=�+�2�.�] �3�'�$ �3� �1�&�$�3�6�L�P�S�O�H�"� �- �!�$ �4�2�$�# �3�.
�(�-�2�3� �-�3�(� �3�$ � �2�(�,�/�+�$ �8�$�3 �.�/�3�(�,�(�9�$�# �(�,�/�+�$�,�$�-�3� �3�(�.�- �.�%�
�R�P�P�N�X� f̂ ���c�a�a���] �,� �/�/�(�-�& � �+� �-�$ �3�. � 
�!�8�3�$ �Y�2�$�$ �Ð�+�$�.�H�F�F�D�N���V�L�P�S�O�H���F� �-�# �2�$�3�F�.�H�F�F�D�N�%�3�. �c�a�a �(�-�.�H�F�F�D�N���V�L�P�S�O�H���V�H�W�W�L�Q�J�V���K�Z�]
� �+�3�'�.�4�&�' �3�'�(�2 �(�,�/�+�$�,�$�-�3� �3�(�.�- �6� �2 �-�.�3 �.�/�3�(�,�(�9�$�# �%�.�1 �2�(�9�$�_

�Y�ï�Y�ï�W ���œ�•�’�–�Š�•�’�˜�— �˜�— �Š�— ���—�•�Ž�• �^�V�[�W �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�›

���Ž �‘�Š�Ÿ�Ž �Ž�œ�•�’�–�Š�•�Ž�• �•�‘�Ž �™�Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž �˜�•�
�R�P�P�N�X�ý�þ �˜�— �•�‘�Ž ���—�•�Ž�• �^�V�[�W �–�’�Œ�›�˜�™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�›�ï ���‘�Ž �^�V�[�W
�’�œ �Š�— �^�,�‹�’�• �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�› �Ž�š�ž�’�™�™�Ž�• � �’�•�‘ �Š�— �^�,�‹�’�• �•�Š�•�Š �‹�ž�œ �Š�—�• �Š �W�\�,�‹�’�• �Š�•�•�›�Ž�œ�œ �‹�ž�œ�ï ���—�’�•�’�Š�•�•�¢ �•�‘�Ž
�^�V�[�W �Œ�˜�ž�•�• �˜�—�•�¢ �Š�•�•�›�Ž�œ�œ �W�X�^ �‹�¢�•�Ž�œ �˜�• �’�—�•�Ž�›�—�Š�• ������ �–�Ž�–�˜�›�¢�ð �‹�ž�• �•�Š�•�Ž�› �Ÿ�Ž�›�œ�’�˜�—�œ � �Ž�›�Ž �›�Ž�•�Ž�Š�œ�Ž�•
�•�˜ �Š�•�•�˜�  �Š�Œ�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• �–�˜�›�Ž �’�—�•�Ž�›�—�Š�• ������ �ž�œ�’�—�• �Š �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž �Œ�Š�•�•�Ž�• ���¡�™�Š�—�•�Ž�• ������ �ý�W�[�þ�ï ���˜� �Š�,
�•�Š�¢�œ �–�Š�—�¢ �–�Š�—�ž�•�Š�Œ�•�ž�›�Ž�›�œ �™�›�˜�™�˜�œ�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�—�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �˜�›�’�•�’�—�Š�• �^�V�[�W � �’�•�‘ �Ÿ�Š�›�’�˜�ž�œ �•�Ž�Ÿ�Ž�•�œ �˜�• �’�–�,
�™�›�˜�Ÿ�Ž�–�Ž�—�•�œ�ð �’�—�Œ�•�ž�•�’�—�• �Ž�Ÿ�Ž�— �–�˜�›�Ž �™�˜� �Ž�›�•�ž�• �Š�•�•�›�Ž�œ�œ�’�—�• �–�˜�•�Ž�œ�ð �œ�Ž�Œ�ž�›�’�•�¢ �•�Ž�Š�•�ž�›�Ž�œ �Š�—�• �œ�‘�˜�›�•�Ž�›
�’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�— �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ�ï ���‘�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�—�• � �Ž �‘�Š�Ÿ�Ž �œ�Ž�•�Ž�Œ�•�Ž�• �•�˜�› �˜�ž�› �Ž�œ�•�’�–�Š�•�’�˜�— �’�œ �•�‘�Ž �^�V���[�W�����&�����&����
�–�’�Œ�›�˜�Œ�˜�—�•�›�˜�•�•�Ž�› �•�›�˜�– ���—�•�Ž�• �ý�W�Z�þ�ð � �’�•�‘ �[�W�X �‹�¢�•�Ž�œ �˜�• �˜�—�,�Œ�‘�’�™ �������ð �œ�™�•�’�• �’�— �Y �œ�Ž�•�–�Ž�—�•�œ�ñ �W�X�^ �‹�¢�•�Ž�œ
�˜�• �•�˜�  �’�—�•�Ž�›�—�Š�• ������ �û�•�’�›�Ž�Œ�• �Š�—�• �’�—�•�’�›�Ž�Œ�• �Š�Œ�Œ�Ž�œ�œ�ü�ð �W�X�^ �‹�¢�•�Ž�œ �˜�• �‘�’�•�‘ �’�—�•�Ž�›�—�Š�• ������ �û�’�—�•�’�›�Ž�Œ�•
�Š�Œ�Œ�Ž�œ�œ �˜�—�•�¢�ü�ð �Š�—�• ���—�Š�•�•�¢ �X�[�\ �‹�¢�•�Ž�œ �˜�• �Ž�¡�•�Ž�›�—�Š�• ������ �û�’�—�•�’�›�Ž�Œ�• �Š�Œ�Œ�Ž�œ�œ �˜�—�•�¢�ü�ï

���‘�Ž ���›�œ�• �™�›�˜�‹�•�Ž�– �•�˜ �œ�˜�•�Ÿ�Ž � �‘�Ž�— �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�’�—�•�
�R�P�P�N�X�˜�— �œ�ž�Œ�‘ �Š �Œ�˜�—�œ�•�›�Š�’�—�Ž�• �™�•�Š�•�•�˜�›�–
�•�’�”�Ž �•�‘�Ž �^�V���[�W�����&�����&���� �’�œ �•�‘�Ž �–�Ž�–�˜�›�¢ �–�Š�™�™�’�—�•�ï ���‘�Ž �™�Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž �˜�• �–�Ž�–�˜�›�¢ �Š�Œ�Œ�Ž�œ�œ�Ž�œ
�•�Ž�™�Ž�—�•�œ �˜�— � �‘�’�Œ�‘ �–�Ž�–�˜�›�¢ �œ�Ž�•�–�Ž�—�• �’�œ �Š�•�•�›�Ž�œ�œ�Ž�•�ð �Š�—�• �œ�˜ �Š �Œ�Š�›�Ž�•�ž�• �–�Š�™�™�’�—�• �–�ž�œ�• �‹�Ž �•�˜�—�Ž
�•�˜ �Ž�—�œ�ž�›�Ž �•�‘�Š�• �–�˜�œ�• �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �Š�›�Ž �•�˜�—�Ž �’�— �•�‘�Ž �•�˜�  �’�—�•�Ž�›�—�Š�• �œ�Ž�•�–�Ž�—�•�ï ���‘�’�œ �’�œ �™�Š�›�•�’�Œ�ž�•�Š�›�•�¢
�•�’���Œ�ž�•�• �•�˜�›θ �•�˜�› � �‘�’�Œ�‘ �’�—�,�™�•�Š�Œ�Ž �Ž�Ÿ�Š�•�ž�Š�•�’�˜�— �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�œ �Š�•�•�’�•�’�˜�—�Š�• �•�Ž�–�™�˜�›�Š�›�¢ �œ�•�˜�›�Š�•�Ž�ï �
�˜� �Ž�Ÿ�Ž�›
�‹�¢ �•�˜�•�•�˜� �’�—�• �Š �•�’�•�‘�• �œ�Œ�‘�Ž�•�ž�•�Ž �˜�• �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ�ð �’�• �’�œ �™�˜�œ�œ�’�‹�•�Ž �•�˜ �–�Š�’�—�•�Š�’�— �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�•�Ž�•�Ž �œ�•�Š�•�Ž �˜�•
�
�R�P�P�N�X�’�— �’�—�•�Ž�›�—�Š�• �������ð �‘�Ž�—�Œ�Ž �–�Š�¡�’�–�’�£�’�—�• �•�‘�Ž �™�Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž�ï

���—�˜�•�‘�Ž�› �™�›�˜�‹�•�Ž�– �’�œ �•�‘�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �\�Z�,�‹�’�• �›�˜�•�Š�•�’�˜�—�œ �’�—ρ �ž�œ�’�—�• �^�,�‹�’�• �›�˜�•�Š�•�Ž �˜�™�Ž�›�,
�Š�•�’�˜�—�œ�ï ���• ���›�œ�• �•�‘�Ž �^�V�[�W �•�˜�Ž�œ �—�˜�• �˜���Ž�› �œ�™�Ž�Œ�’���Œ �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ �•�˜ �˜�™�•�’�–�’�£�Ž �•�‘�’�œ �œ�•�Ž�™�ð �Š�—�• �œ�˜
�›�˜�•�Š�•�’�˜�—�œ �Š�›�Ž �–�Ž�›�Ž�•�¢ �•�˜�—�Ž �‹�¢ �’�•�Ž�›�Š�•�’�—�• �œ�Ž�Ÿ�Ž�›�Š�• �•�’�–�Ž�œ �›�˜�•�Š�•�Ž�,�•�‘�›�˜�ž�•�‘�,�Œ�Š�›�›�¢ �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ �û� �’�•�‘

�X�\ �&�[�W



�Y�ï ���˜��� �Š�›�Ž �
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž� 

���•�Ž�™ ���Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž
θ �Y�Z�[�\�V �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ
ρ �X�V�^�V�^ �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ
π �V �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ
χ �Y�V�V�Z�^ �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ
ι �Y�^�Z �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ
���˜�›�•�œ �›�Ž�,�˜�›�•�Ž�›�’�—�•�W�[�V�V�V �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ
���˜�•�Š�• �W�V�V�^�V�V �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ

���Š�‹�•�Ž �Y�ï�W�ñ���Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž �Ž�œ�•�’�–�Š�•�Ž�œ �˜�• �•�‘�Ž�
�R�P�P�N�X�,f [1600] �™�Ž�›�–�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�— �•�‘�Ž �^�����[�W�����&�����&����

�•�‘�Ž �Ž�¡�Œ�Ž�™�•�’�˜�— �˜�• �Z�,�‹�’�•�œ �›�˜�•�Š�•�’�˜�— � �‘�’�Œ�‘ �Œ�Š�— �‹�Ž �•�˜�—�Ž �‹�¢ �œ� �Š�™�™�’�—�• �•�‘�Ž �‹�¢�•�Ž �•�’�•�’�•�œ�ü�ï �
�˜� �Ž�Ÿ�Ž�›
�ž�œ�’�—�• �Ž���Œ�’�Ž�—�• �–�Ž�–�˜�›�¢ �•�›�Š�—�œ�•�Ž�› �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ �•�’�”�Ž�;�&�+�•�‘�Š�• �Ž�¡�Œ�‘�Š�—�•�Ž�œ �•�‘�Ž �Š�Œ�Œ�ž�–�ž�•�Š�•�˜�› � �’�•�‘ �Š
�‹�¢�•�Ž �’�— �–�Ž�–�˜�›�¢�ð �’�• �’�œ �Š�Œ�•�ž�Š�•�•�¢ �™�˜�œ�œ�’�‹�•�Ž �•�˜ �›�Ž�•�ž�Œ�Ž �•�‘�Ž �Š�Ÿ�Ž�›�Š�•�Ž �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ �•�˜�› �›�˜�•�Š�•�’�˜�— �•�˜
�˜�—�•�¢ �Z�ï�Y �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ�&�‹�¢�•�Ž�ï

���‘�Ž �™�Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž �Ž�œ�•�’�–�Š�•�Ž�œ �•�˜�›�
�R�P�P�N�X�’�—�Œ�•�ž�•�’�—�• �•�‘�Ž �•�Ž�•�Š�’�•�œ �•�˜�› �Ž�Š�Œ�‘ �œ�•�Ž�™ �Š�›�Ž �•�’�Ÿ�Ž�— �’�—
���Š�‹�•�Ž�Y�ï�W�ð �•�˜�› �X�Z �›�˜�ž�—�•�œ�ï ���—�Ž �Œ�¢�Œ�•�Ž �›�Ž�•�Ž�›�œ �•�˜ �•�‘�Ž �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �Œ�˜�—�•�›�˜�•�•�Ž�› �Œ�•�˜�Œ�” �˜�œ�Œ�’�•�•�Š�•�’�˜�— �™�Ž�›�’�˜�•�œ�ð
� �‘�’�Œ�‘ �’�œ �W�X �’�— �•�‘�Ž �Œ�Š�œ�Ž �˜�• �˜�ž�› �œ�Ž�•�Ž�Œ�•�Ž�• �Ÿ�Š�›�’�Š�—�•�ï ���• �–�ž�œ�• �‹�Ž �—�˜�•�Ž�• �•�‘�Š�• �•�‘�Ž ���•�ž�›�Ž�œ �Š�›�Ž �•�‘�Ž �›�Ž�œ�ž�•�•
�˜�• �Š �‹�Ž�œ�•�,�Ž���˜�›�• �™�Š�™�Ž�› �Ž�¡�Ž�›�Œ�’�œ�Ž�ï ���’�•�ž�›�Ž�œ �•�˜�› �Š�— �Š�Œ�•�ž�Š�• �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �–�’�•�‘�• �Ÿ�Š�›�¢�ð �’�— �™�Š�›�•�’�Œ�ž�•�Š�›
�’�• �’�• �ž�œ�Ž�œ �œ�™�Ž�Œ�’���Œ �–�Š�—�ž�•�Š�Œ�•�ž�›�Ž�› �’�–�™�›�˜�Ÿ�Ž�–�Ž�—�•�œ �Š�Ÿ�Š�’�•�Š�‹�•�Ž �˜�— �•�‘�Ž �™�•�Š�•�•�˜�›�–�ï

�Y�ï�Y�ï�X ���–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�— �Š ���•�–�Ž�• ������ �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�›

���‘�Ž ������ �™�•�Š�•�•�˜�›�– �ž�œ�Ž�œ �Š�— �^�,�‹�’�• �������� �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�› � �’�•�‘ �Y�X �œ�’�—�•�•�Ž�,�‹�¢�•�Ž �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ�ï ���’�•�‘ �˜�ž�› �‹�Ž�œ�•
�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�— �•�‘�’�œ �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�›�ð�
�R�P�P�N�X[] �•�Š�”�Ž�œ �Š�‹�˜�ž�• �W�W�W�V �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ�&�‹�¢�•�Ž �•�˜�› �•�˜�—�• �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž�œ
�Š�—�• �X�^�W �‹�¢�•�Ž�œ �˜�• ������ �˜�— �•�‘�Ž �œ�•�Š�Œ�”�ð �Š�Œ�Œ�˜�›�•�’�—�• �•�˜ �˜�ž�› �–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�–�Ž�—�•�œ�ï

���- ���j���] �6�$ �/�1�.�5�(�#�$ � �- �(�,�/�+�$�,�$�-�3� �3�(�.�- �(�- � �2�2�$�,�!�+�8 �.�%�
�R�P�P�N�X� f̂ ���b�g�a�a�� �%�.�1 �=�3�,�$�+ �=�����l �2�$�$
�3�'�$ �Ð�+�$�2�.�H�F�F�D�N���D�Y�U���
�_

�X�] �&�[�W



�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �Y�ï ���˜��� �Š�›�Ž

�X�^ �&�[�W



���‘�Š�™�•�Ž�› �Z

�
�Š�›�•� �Š�›�Ž

���— �•�‘�’�œ �Œ�‘�Š�™�•�Ž�› � �Ž �›�Ž�™�˜�›�• �˜�— �˜�ž�› �‘�Š�›�•� �Š�›�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�œ �˜�•�
�R�P�P�N�X� �’�•�‘�˜�ž�• �™�›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�—
�Š�•�Š�’�—�œ�• �œ�’�•�Ž�,�Œ�‘�Š�—�—�Ž�• �Š�4�Š�Œ�”�œ�ï ���˜�› �Š�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �Š�—�• �•�’�—�”�œ �•�˜ �•�‘�’�›�•�,�™�Š�›�•�¢ �‘�Š�›�•� �Š�›�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�,
�•�Š�•�’�˜�—�œ �˜�•�
�R�P�P�N�X� �Ž �›�Ž�•�Ž�› �•�˜ �ý�[�þ�ï

�Z�ï�W ���—�•�›�˜�•�ž�Œ�•�’�˜�—

�
�R�P�P�N�X�Š�•�•�˜� �œ �•�˜ �•�›�Š�•�Ž �˜�� �Š�›�Ž�Š �•�˜�› �œ�™�Ž�Ž�• �Š�—�• �Ÿ�’�Œ�Ž �Ÿ�Ž�›�œ�Š�ï ���’���Ž�›�Ž�—�• �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž�œ �›�Ž���Ž�Œ�• �•�’�•�,
�•�Ž�›�Ž�—�• �•�›�Š�•�Ž�,�˜���œ�ï ���‘�Ž �•� �˜ �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž�œ � �Ž �‘�Š�Ÿ�Ž �’�—�Ÿ�Ž�œ�•�’�•�Š�•�Ž�• �Š�—�• �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Ž�• �›�Ž���Ž�Œ�• �•�‘�Ž
�•� �˜ �Ž�—�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �œ�™�Ž�Œ�•�›�ž�–�ñ �Š �‘�’�•�‘�,�œ�™�Ž�Ž�• �Œ�˜�›�Ž �Š�—�• �Š �•�˜� �,�Š�›�Ž�Š �Œ�˜�™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�›�ï ���‘�Š�—�”�œ �•�˜ �•�‘�Ž �œ�¢�–�,
�–�Ž�•�›�¢ �Š�—�• �œ�’�–�™�•�’�Œ�’�•�¢ �˜�• �’�•�œ �›�˜�ž�—�• �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�ð�
�R�P�P�N�X�Š�•�•�˜� �œ �•�›�Š�•�’�—�• �˜�� �Š�›�Ž�Š �•�˜�› �œ�™�Ž�Ž�• �Š�—�• �Ÿ�’�Œ�Ž
�Ÿ�Ž�›�œ�Š�ï ���’���Ž�›�Ž�—�• �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž�œ �›�Ž���Ž�Œ�• �•�’���Ž�›�Ž�—�• �•�›�Š�•�Ž�,�˜���œ�ï

���$ �'� �5�$ �"�.�#�$�# �.�4�1 � �1�"�'�(�3�$�"�3�4�1�$�2 �(�- �����>�� �%�.�1 �(�,�/�+�$�,�$�-�3� �3�(�.�- �(�- �=�����ø � �-�# �������= ���e���_ ���.�1
�,�.�1�$ �#�$�3� �(�+�2 �.�- �3�'�$ �����>�� �"�.�#�$�] �1�$�%�$�1 �3�. �3�'�$�U�H�D�G�P�H���W�[�W�Ð�+�$ �(�- �3�'�$�9�+�'�/ �#�(�1�$�"�3�.�1�8�_

���— �•�‘�Ž�œ�Ž �Ž���˜�›�•�œ � �Ž �‘�Š�Ÿ�Ž �•�˜�Œ�ž�œ�Ž�• �˜�— �•� �˜ �’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž�œ �˜�•�
�R�P�P�N�X�ñ

�
�R�P�P�N�X[r = 1024, c = 576] �ñ �•�‘�Ž �’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž �˜�•�
�R�P�P�N�X� �’�•�‘ �•�Ž�•�Š�ž�•�• �™�Š�›�Š�–�Ž�•�Ž�› �Ÿ�Š�•�ž�Ž�œ�ï ���• �’�œ �‹�ž�’�•�•
�˜�— �•�˜�™ �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �ý�W�\�V�V�þ�ð �•�‘�Ž �•�Š�›�•�Ž�œ�• �’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž �˜�• �•�‘�Ž�
�R�P�P�N�X�,f �•�Š�–�’�•�¢�ï

�
�R�P�P�N�X[r = 40, c = 160] �ñ �•�‘�Ž �’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž �˜�•�
�R�P�P�N�X� �’�•�‘ �•�‘�Ž �œ�–�Š�•�•�Ž�œ�• �’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž �˜�• �•�‘�Ž�
�R�P�P�N�X�,f
�•�Š�–�’�•�¢ �œ�ž�Œ�‘ �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �Œ�Š�™�Š�Œ�’�•�¢ �œ�•�’�•�• �™�›�˜�Ÿ�’�•�Ž�œ �Š �œ�Ž�Œ�ž�›�’�•�¢ �•�Ž�Ÿ�Ž�• �•�‘�Š�• �’�œ �œ�ž���Œ�’�Ž�—�• �•�˜�› �–�Š�—�¢
�Š�™�™�•�’�Œ�Š�•�’�˜�—�œ�ï ���• �–�Š�”�Ž�œ �ž�œ�Ž �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �ý�X�V�V�þ�ï

���• �œ�‘�˜�ž�•�• �‹�Ž �—�˜�•�Ž�• �•�‘�Š�• �•�ž�›�’�—�• �•�‘�Ž �•�Ž�œ�’�•�— �˜�•�
�R�P�P�N�X�™�Š�›�•�’�Œ�ž�•�Š�› �Ž���˜�›�• �‘�Š�œ �‹�Ž�Ž�— �™�ž�• �•�˜ �•�Š�Œ�’�•�,
�’�•�Š�•�Ž �•�‘�Ž �‘�Š�›�•� �Š�›�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�ï ���‘�Ž �›�˜�ž�—�• �•�ž�—�Œ�•�’�˜�— �’�œ �‹�Š�œ�Ž�• �˜�—�•�¢ �˜�— �œ�’�–�™�•�Ž ���˜�˜�•�Ž�Š�—
�Ž�¡�™�›�Ž�œ�œ�’�˜�—�œ �Š�—�• �•�‘�Ž�›�Ž �’�œ �—�˜ �—�Ž�Ž�• �•�˜�› �Š�•�•�Ž�›�œ �˜�› ���,�‹�˜�¡�Ž�œ � �’�•�‘ �Œ�˜�–�™�•�Ž�¡ �•�˜�•�’�Œ �û�•�¢�™�’�Œ�Š�•�•�¢ �ž�œ�Ž�•
�’�— �–�Š�—�¢ �Œ�›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�’�Œ �™�›�’�–�’�•�’�Ÿ�Ž�œ�ü�ï ���Ÿ�˜�’�•�’�—�• �•�‘�Ž�œ�Ž �Œ�˜�–�™�•�Ž�¡ �œ�ž�‹�,�‹�•�˜�Œ�”�œ �Š�•�•�˜�  �‘�Š�Ÿ�’�—�• �Š �Ÿ�Ž�›�¢
�œ�‘�˜�›�• �Œ�›�’�•�’�Œ�Š�• �™�Š�•�‘ �•�˜�› �›�Ž�Š�Œ�‘�’�—�• �Ÿ�Ž�›�¢ �‘�’�•�‘ �•�›�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�’�Ž�œ�ï ���—�˜�•�‘�Ž�› �‹�Ž�—�Ž���Œ�’�Š�• �Š�œ�™�Ž�Œ�• �˜�•�
�R�P�P�N�X
�’�œ �•�‘�Š�•�ð �ž�—�•�Ž�œ�œ �’�—�•�Ž�—�•�’�˜�—�Š�•�•�¢ �•�˜�›�Œ�Ž�•�ð �Š �•�Ž�—�Ž�›�Š�• �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�’�—�•�
�R�P�P�N�X�,f �Š�—�• �•�‘�Ž
�œ�™�˜�—�•�Ž �Œ�˜�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�— �Œ�Š�— �Ž�Š�œ�’�•�¢ �œ�ž�™�™�˜�›�• �Š�•�• �Ÿ�Š�›�’�Š�—�•�œ �û�›�Š�•�Ž�œ�ð �Œ�Š�™�Š�Œ�’�•�’�Ž�œ�ü �Š�—�• �ž�œ�Ž �Œ�Š�œ�Ž�œ �û�������ð
���	���ð �
�����ð �����	�ü �•�˜�› �Š �•�’�Ÿ�Ž�— �•�Š�—�Ž �œ�’�£�Ž�ï

�Z�ï�X �
�’�•�‘�,�œ�™�Ž�Ž�• �Œ�˜�›�Ž

���‘�Ž �Œ�˜�›�Ž �™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Ž�• �’�— �•�‘�’�œ �œ�Ž�Œ�•�’�˜�— �˜�™�Ž�›�Š�•�Ž�œ �’�— �Š �œ�•�Š�—�•�,�Š�•�˜�—�Ž �•�Š�œ�‘�’�˜�—�ï ���‘�Ž �’�—�™�ž�• �‹�•�˜�Œ�” �’�œ �•�›�Š�—�œ�,
�•�Ž�›�›�Ž�• �•�˜ �•�‘�Ž �Œ�˜�›�Ž�ð �Š�—�• �•�‘�Ž �Œ�˜�›�Ž �•�˜�Ž�œ �—�˜�• �ž�œ�Ž �˜�•�‘�Ž�› �›�Ž�œ�˜�ž�›�Œ�Ž�œ �˜�• �•�‘�Ž �œ�¢�œ�•�Ž�– �•�˜�› �™�Ž�›�•�˜�›�–�’�—�• �•�‘�Ž

�X�_ �&�[�W



�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �Z�ï �
�Š�›�•� �Š�›�Ž

���’�•�ž�›�Ž �Z�ï�W�ñ���‘�Ž �‘�’�•�‘�,�œ�™�Ž�Ž�• �Œ�˜�›�Ž

�Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�—�ï ���‘�Ž ������ �Œ�Š�— �™�›�˜�•�›�Š�– �Š�•�’�›�Ž�Œ�• �–�Ž�–�˜�›�¢ �Š�Œ�Œ�Ž�œ�œ�û�������ü �•�˜�› �•�›�Š�—�œ�•�Ž�›�›�’�—�• �Œ�‘�ž�—�”�œ �˜�•
�•�‘�Ž �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž �•�˜ �‹�Ž �‘�Š�œ�‘�Ž�•�ð �Š�—�• �•�‘�Ž ������ �Œ�Š�— �‹�Ž �Š�œ�œ�’�•�—�Ž�• �•�˜ �Š �•�’���Ž�›�Ž�—�• �•�Š�œ�” � �‘�’�•�Ž �•�‘�Ž �Œ�˜�›�Ž �’�œ
�Œ�˜�–�™�ž�•�’�—�• �•�‘�Ž �‘�Š�œ�‘�ï

���‘�Ž �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž �˜�• �•�‘�Ž �‘�’�•�‘�,�œ�™�Ž�Ž�• �Œ�˜�›�Ž �•�Ž�œ�’�•�— �’�œ �•�Ž�™�’�Œ�•�Ž�• �’�— ���’�•�ž�›�Ž�Z�ï�W�ï ���• �’�œ �‹�Š�œ�Ž�• �˜�— �•�‘�Ž
�™�•�Š�’�— �’�—�œ�•�Š�—�•�’�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �Œ�˜�–�‹�’�—�Š�•�’�˜�—�Š�• �•�˜�•�’�Œ �•�˜�› �Œ�˜�–�™�ž�•�’�—�• �˜�—�Ž�
�R�P�P�N�X�,f �›�˜�ž�—�•�ð �Š�—�• �ž�œ�Ž �’�•
�’�•�Ž�›�Š�•�’�Ÿ�Ž�•�¢�ï

���‘�Ž �Œ�˜�›�Ž �’�œ �Œ�˜�–�™�˜�œ�Ž�• �˜�• �•�‘�›�Ž�Ž �–�Š�’�— �Œ�˜�–�™�˜�—�Ž�—�•�œ�ñ �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�ð �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›
�Š�—�• �•�‘�Ž �’�—�™�ž�•�&�˜�ž�•�™�ž�• �‹�ž���Ž�›�ï ���‘�Ž �ž�œ�Ž �˜�• �•�‘�Ž �’�—�™�ž�•�&�˜�ž�•�™�ž�• �‹�ž���Ž�› �Š�•�•�˜� �œ �•�Ž�Œ�˜�ž�™�•�’�—�• �•�‘�Ž �Œ�˜�›�Ž
�•�›�˜�– �Š �•�¢�™�’�Œ�Š�• �‹�ž�œ �ž�œ�Ž�• �’�— �Š �œ�¢�œ�•�Ž�–�,�˜�—�,�Œ�‘�’�™ �û���˜���ü�ï

���— �•�‘�Ž �Š�‹�œ�˜�›�‹�’�—�• �™�‘�Š�œ�Ž�ð �•�‘�Ž ���&�� �‹�ž���Ž�› �Š�•�•�˜� �œ �•�‘�Ž �œ�’�–�ž�•�•�Š�—�Ž�˜�ž�œ �•�›�Š�—�œ�•�Ž�› �˜�• �•�‘�Ž �’�—�™�ž�•
�•�‘�›�˜�ž�•�‘ �•�‘�Ž �‹�ž�œ �Š�—�• �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �•�˜�› �•�‘�Ž �™�›�Ž�Ÿ�’�˜�ž�œ �’�—�™�ž�• �‹�•�˜�Œ�”�ï ���’�–�’�•�Š�›�•�¢�ð �’�—
�•�‘�Ž �œ�š�ž�Ž�Ž�£�’�—�• �™�‘�Š�œ�Ž �’�• �Š�•�•�˜� �œ �•�‘�Ž �œ�’�–�ž�•�•�Š�—�Ž�˜�ž�œ �•�›�Š�—�œ�•�Ž�› �˜�• �•�‘�Ž �˜�ž�•�™�ž�• �•�‘�›�˜�ž�•�‘ �•�‘�Ž �‹�ž�œ �Š�—�•
�•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �•�˜�› �•�‘�Ž �—�Ž�¡�• �˜�ž�•�™�ž�• �‹�•�˜�Œ�”�ï

���‘�Ž�œ�Ž �‹�ž�œ�Ž�œ �•�¢�™�’�Œ�Š�•�•�¢ �Œ�˜�–�Ž �’�— � �’�•�•�‘�œ �˜�• �^�ð �W�\�ð �Y�X�ð �\�Z �˜�› �W�X�^ �‹�’�•�œ�ï ���Ž �‘�Š�Ÿ�Ž �•�Ž�Œ�’�•�Ž�• �•�˜
���¡ �’�•�œ � �’�•�•�‘ �•�˜ �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž �œ�’�£�Žw �˜�• �•�‘�Ž �ž�—�•�Ž�›�•�¢�’�—�•�
�R�P�P�N�X�,f �™�Ž�›�–�ž�•�Š�•�’�˜�—�ï ���‘�’�œ �•�’�–�’�•�œ �•�‘�Ž
�•�‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�• �˜�• �•�‘�Ž �œ�™�˜�—�•�Ž �Ž�—�•�’�—�Ž �•�˜w �™�Ž�› �Œ�¢�Œ�•�Ž�ï ���‘�’�œ �’�–�™�˜�œ�Ž�œ �˜�—�•�¢ �Š �›�Ž�œ�•�›�’�Œ�•�’�˜�— �’�•r/w �û�’�ï�Ž�ï�ð
�•�‘�Ž �›�Š�•�Ž �Ž�¡�™�›�Ž�œ�œ�Ž�• �’�— �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �•�Š�—�Ž�œ�ü �’�œ �•�Š�›�•�Ž�› �•�‘�Š�— �•�‘�Ž �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �›�˜�ž�—�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �ž�—�•�Ž�›�•�¢�’�—�•
�
�R�P�P�N�X�,f �ï

���— �Š ���›�œ�• �™�‘�Š�œ�Ž �•�‘�Ž �‘�’�•�‘�,�œ�™�Ž�Ž�• �Œ�˜�›�Ž �‘�Š�œ �‹�Ž�Ž�— �Œ�˜�•�Ž�• �’�— ���
�����ï ���Ž�œ�• �‹�Ž�—�Œ�‘�Ž�œ �•�˜�›�
�R�P�P�N�X�,f
�Š�—�• �•�‘�Ž �‘�Š�œ�‘ �•�ž�—�Œ�•�’�˜�— �Š�›�Ž �™�›�˜�Ÿ�’�•�Ž�• �•�˜�•�Ž�•�‘�Ž�› � �’�•�‘ �� �Œ�˜�•�Ž �Š�•�•�˜� �’�—�• �•�‘�Ž �•�Ž�—�Ž�›�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�Ž�œ�•
�Ÿ�Ž�Œ�•�˜�›�œ �•�˜�› �•�‘�Ž �•�Ž�œ�• �‹�Ž�—�Œ�‘�Ž�œ�ï ���Ž � �Ž�›�Ž �Š�‹�•�Ž �•�˜ �’�—�•�›�˜�•�ž�Œ�Ž �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž �œ�’�£�Ž �Š�œ �Š �™�Š�›�Š�–�Ž�•�Ž�›�ð �Š�•�•�˜� �’�—�•
�ž�œ �•�˜ �•�Ž�—�Ž�›�Š�•�Ž ���
���� �•�˜�› �Š�•�• �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž �œ�’�£�Ž�œ �œ�ž�™�™�˜�›�•�Ž�• �‹�¢�
�R�P�P�N�X�ï

���‘�Ž�œ�Ž ���›�œ�• ���
���� �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�œ �‘�Š�Ÿ�Ž �‹�Ž�Ž�— �•�Ž�œ�•�Ž�• �˜�— �•�’���Ž�›�Ž�—�• �����	���œ �‹�¢ ���ï ���•�›�ã�–�‹�Ž�›�•�,
�œ�˜�— �ý�Y�W�þ�ð �‘�’�•�‘�•�’�•�‘�•�’�—�• �œ�˜�–�Ž �™�˜�œ�œ�’�‹�•�Ž �’�–�™�›�˜�Ÿ�Ž�–�Ž�—�•�œ �Š�—�• �™�›�˜�‹�•�Ž�–�œ � �’�•�‘ �•�‘�Ž �•�˜�˜�•�œ �Š�Ÿ�Š�’�•�Š�‹�•�Ž
�•�›�˜�– �����	�� �Ÿ�Ž�—�•�˜�›�œ�ï ���Ž �‘�Š�Ÿ�Ž �’�–�™�›�˜�Ÿ�Ž�• �•�‘�Ž ���
���� �Œ�˜�•�Ž �•�˜�› �œ�˜�•�Ÿ�’�—�• �•�‘�Ž �™�›�˜�‹�•�Ž�–�œ�ð �Š�—�• �•�‘�’�œ

�Y�V �&�[�W



�Z�ï �
�Š�›�•� �Š�›�Ž �
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž� 

���ž�–�‹�Ž�› �˜�• �›�˜�ž�—�• �’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž�œ���’�£�Ž ���›�’�•�’�Œ�Š�• ���Š�•�‘���›�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�¢���‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�•
n = 1 �Z�^ �”�•�Š�•�Ž�œ �W�ï�_ �—�œ �[�X�\ ���
�£ �X�X�ï�Z�Z �	�‹�’�•�&�œ
n = 2 �\�] �”�•�Š�•�Ž�œ �Y�ï�V �—�œ �Y�Y�Y ���
�£ �X�^�ï�Z�Z �	�‹�’�•�&�œ
n = 3 �^�\ �”�•�Š�•�Ž�œ �Z�ï�W �—�œ �X�Z�Z ���
�� �Y�W�ï�X�X �	�‹�’�•�&�œ
n = 4 �W�V�[ �”�•�Š�•�Ž�œ�[�ï�X �—�œ �W�_�X ���
�£ �Y�X�ï�^�X �	�‹�’�•�&�œ
n = 6 �W�Z�Y �”�•�Š�•�Ž�œ�\�ï�Y �—�œ �W�Y�[ ���
�� �Y�Z�ï�[�_ �	�‹�’�•�&�œ

���Š�‹�•�Ž �Z�ï�W�ñ���Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž �Ž�œ�•�’�–�Š�•�’�˜�— �˜�• �Ÿ�Š�›�’�Š�—�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �‘�’�•�‘ �œ�™�Ž�Ž�• �Œ�˜�›�Ž �˜�•
�
�R�P�P�N�X[r = 1024, c = 576]�ï

�‘�Š�œ �›�Ž�œ�ž�•�•�Ž�• �’�— �‹�Ž�4�Ž�› �›�Ž�œ�ž�•�•�œ �’�— �������� �Š�œ � �Ž�•�•�ï
���‘�Ž �Œ�˜�›�Ž �‘�Š�œ �‹�Ž�Ž�— �•�Ž�œ�•�Ž�• �ž�œ�’�—�• ���˜�•�Ž�•���’�– �•�˜�˜�•�œ�ï ���— �˜�›�•�Ž�› �•�˜ �Ž�Ÿ�Š�•�ž�Š�•�Ž �•�‘�Ž �œ�’�•�’�Œ�˜�— �Š�›�Ž�Š �Š�—�•

�•�‘�Ž �Œ�•�˜�Œ�” �•�›�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�¢�ð �•�‘�Ž �Œ�˜�›�Ž �‘�Š�œ �‹�Ž�Ž�— �œ�¢�—�•�‘�Ž�œ�’�£�Ž�• �ž�œ�’�—�• ���¢�—�˜�™�œ�¢�œ ���Ž�œ�’�•�— ���˜�–�™�’�•�Ž�› �Š�—�• �Š
�W�Y�V �—�– �•�Ž�—�Ž�›�Š�• �™�ž�›�™�˜�œ�Ž ���� �•�Ž�Œ�‘�—�˜�•�˜�•�¢ �•�’�‹�›�Š�›�¢�ð � �˜�›�œ�• �Œ�Š�œ�Ž105◦C�ï

�Z�ï�Y ���Š�›�’�Š�—�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �‘�’�•�‘�,�œ�™�Ž�Ž�• �Œ�˜�›�Ž

���‘�Ž �‘�’�•�‘�,�œ�™�Ž�Ž�• �Œ�˜�›�Ž �Œ�Š�— �‹�Ž �–�˜�•�’���Ž�• �•�˜ �˜�™�•�’�–�’�£�Ž �•�˜�› �•�’���Ž�›�Ž�—�• �Š�œ�™�Ž�Œ�•�œ�ï ���— �–�Š�—�¢ �œ�¢�œ�•�Ž�–�œ �•�‘�Ž
�Œ�•�˜�Œ�” �•�›�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�¢ �’�œ ���¡�Ž�• �•�˜�› �•�‘�Ž �Ž�—�•�’�›�Ž �Œ�‘�’�™�ï ���˜ �Ž�Ÿ�Ž�— �’�• �•�‘�Ž �‘�Š�œ�‘ �Œ�˜�›�Ž �Œ�Š�— �›�Ž�Š�Œ�‘ �Š �‘�’�•�‘ �•�›�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�¢
�’�• �‘�Š�œ �•�˜ �‹�Ž �Œ�•�˜�Œ�”�Ž�• �Š�• �Š �•�˜� �Ž�› �•�›�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�¢�ï ���— �œ�ž�Œ�‘ �Š �œ�Œ�Ž�—�Š�›�’�˜�
�R�P�P�N�X�Š�•�•�˜� �œ �’�—�œ�•�Š�—�•�’�Š�•�’�—�• �•� �˜�ð
�•�‘�›�Ž�Ž�ð �•�˜�ž�› �˜�› �Ž�Ÿ�Ž�— �œ�’�¡ �›�˜�ž�—�•�œ �’�— �Œ�˜�–�‹�’�—�Š�•�˜�›�’�Š�• �•�˜�•�’�Œ �Š�—�• �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž �•�‘�Ž�– �’�— �˜�—�Ž �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž�ï

���— �Š�•�•�Ž�›�—�Š�•�’�Ÿ�Ž �•�˜�› �œ�Š�Ÿ�’�—�• �Š�›�Ž�Š �’�œ �•�˜ ������ �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž�œ �Œ�˜�–�™�˜�œ�’�—�• �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �‹�•�˜�Œ�”�œ �•�’�›�Ž�Œ�•�•�¢
�’�—�•�˜ �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�› �Š�—�• �•�˜ �Ž�¡�•�›�Š�Œ�• �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž�œ �Œ�˜�–�™�˜�œ�’�—�• �•�‘�Ž �˜�ž�•�™�ž�• �‹�•�˜�Œ�”�œ �•�’�›�Ž�Œ�•�•�¢ �•�›�˜�– �’�•�ï

�Z�ï�Y�ï�W�
�R�P�P�N�X[r = 1024, c = 576]

���— �•�‘�’�œ �’�—�œ�•�Š�—�•�’�Š�•�’�˜�— �•�‘�Ž � �’�•�•�‘ �˜�• �•�‘�Ž �‹�ž�œ �’�œ �\�Z �‹�’�•�œ�ï ���‘�Ž �‹�’�•�›�Š�•�Ž �˜�• �W�V�X�Z �‹�’�•�œ �Š�—�• �•�‘�Ž �—�ž�–�‹�Ž�›
�˜�• �›�˜�ž�—�•�œ �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �ý�W�\�V�V�þ �‹�Ž�’�—�• �X�Z �’�–�™�•�’�Ž�œ �Š �–�Š�¡�’�–�ž�– �›�Š�•�Ž �˜�• �Z�Y �‹�’�•�œ �™�Ž�› �Œ�¢�Œ�•�Ž�ï

���‘�Ž �Œ�›�’�•�’�Œ�Š�• �™�Š�•�‘ �˜�• �•�‘�Ž �Œ�˜�›�Ž �’�œ �W�ï�_ �—�Š�—�˜�œ�Ž�Œ�˜�—�•�œ�ð �˜�• � �‘�’�Œ�‘ �W�ï�W �—�Š�—�˜�œ�Ž�Œ�˜�—�•�œ �’�— �•�‘�Ž �Œ�˜�–�‹�’�,
�—�Š�•�˜�›�’�Š�• �•�˜�•�’�Œ �˜�• �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�ï ���‘�’�œ �›�Ž�œ�ž�•�•�œ �’�— �Š �–�Š�¡�’�–�ž�– �Œ�•�˜�Œ�” �•�›�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�¢ �˜�• �[�X�\���
�£
�Š�—�• �•�‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�• �˜�• �X�X�ï�Z �	�‹�’�•�&�œ�ï ���‘�Ž �Š�›�Ž�Š �—�Ž�Ž�•�Ž�• �•�˜�› �‘�Š�Ÿ�’�—�• �•�‘�Ž �Œ�˜�›�Ž �›�ž�—�—�’�—�• �Š�• �•�‘�’�œ �•�›�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�¢
�’�œ �Z�^ �”�•�Š�•�Ž�ð �Œ�˜�–�™�˜�œ�Ž�• �˜�• �W�_ �”�•�Š�•�Ž �•�˜�› �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�ð �_ �”�•�Š�•�Ž �•�˜�› �•�‘�Ž ���&�� �‹�ž���Ž�› �Š�—�• �X�W
�”�•�Š�•�Ž �•�˜�› �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�› �Š�—�• �Œ�˜�—�•�›�˜�• �•�˜�•�’�Œ�ï

���— �Š�•�•�Ž�›�—�Š�•�’�Ÿ�Ž � �’�•�‘�˜�ž�• �œ�Ž�™�Š�›�Š�•�Ž ���&�� �‹�ž���Ž�› �Š�•�•�˜� �œ �œ�Š�Ÿ�’�—�• �Š�‹�˜�ž�• �^ �”�•�Š�•�Ž �Š�—�• �•�Ž�Œ�›�Ž�Š�œ�Ž�œ �•�‘�Ž
�•�‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�• �•�˜ �W�X�ï�^ �	�‹�’�•�&�œ �Š�• �[�V�V���
�£�ï

���‘�Š�—�”�œ �•�˜ �•�‘�Ž �•�˜�  �Œ�›�’�•�’�Œ�Š�• �™�Š�•�‘ �’�— �•�‘�Ž �Œ�˜�–�‹�’�—�Š�•�’�˜�—�Š�• �•�˜�•�’�Œ�ð �’�• �’�œ �™�˜�œ�œ�’�‹�•�Ž �•�˜ �’�—�œ�•�Š�—�•�’�Š�•�Ž �•� �˜
�˜�› �–�˜�›�Ž �›�˜�ž�—�•�œ �™�Ž�› �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž�ï ���˜�› �’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž�ð �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�’�—�• �•� �˜ �›�˜�ž�—�•�œ �•�’�Ÿ�Ž�œ �Š �Œ�›�’�•�’�Œ�Š�• �™�Š�•�‘
�˜�• �Y �—�Š�—�˜�œ�Ž�Œ�˜�—�•�œ�ð �Š�•�•�˜� �’�—�• �•�˜ �›�ž�— �•�‘�Ž �Œ�˜�›�Ž �Š�• �Y�Y�Y���
�£ �›�Ž�Š�Œ�‘�’�—�• �Š �•�‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�• �˜�• �X�^�	�‹�’�•�&�œ�ï
���ž�Œ�‘ �Š �Œ�˜�›�Ž � �’�•�• �Œ�˜�—�œ�ž�–�Ž �W�V�X�Z �‹�’�•�œ �Ž�Ÿ�Ž�›�¢ �W�X �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž�ð �•�‘�ž�œ �•�‘�Ž �‹�ž�œ � �’�•�•�‘ �–�ž�œ�• �•�›�˜�  �•�˜�˜ �•�˜
�”�Ž�Ž�™ �ž�™ � �’�•�‘ �•�‘�Ž �•�‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�• �™�Ž�› �Œ�¢�Œ�•�Ž�ï ���˜�•�Ž �•�‘�Š�• �Œ�˜�—�•�›�Š�›�¢ �•�˜ �–�Š�—�¢ �Œ�›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�’�Œ �Š�•�•�˜�›�’�•�‘�–�ð
�’�—�
�R�P�P�N�X�•�‘�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• �•�˜�Ž�œ �—�˜�• �’�–�™�˜�œ�Ž �•�‘�Ž �‹�˜�4�•�Ž�—�Ž�Œ�” �’�— �•�Ž�›�– �˜�• �‘�Š�›�•� �Š�›�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�,
�•�’�˜�—�ï ���Š�‹�•�Ž�Z�ï�W�œ�ž�–�–�Š�›�’�£�Ž�œ �•�‘�Ž �•�‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�•�œ �•�˜�› �•�’���Ž�›�Ž�—�• �Ÿ�Š�›�’�Š�—�•�œ�ï

�Z�ï�Y�ï�X�
�R�P�P�N�X[r = 40, c = 160]

���— �•�‘�’�œ �’�—�œ�•�Š�—�•�’�Š�•�’�˜�— �•�‘�Ž � �’�•�•�‘ �˜�• �•�‘�Ž �‹�ž�œ �’�œ �^ �‹�’�•�œ�ï ���‘�Ž �‹�’�•�›�Š�•�Ž �˜�• �Z�V �‹�’�•�œ �Š�—�• �•�‘�Ž �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�•
�›�˜�ž�—�•�œ �˜�•�
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�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �Z�ï �
�Š�›�•� �Š�›�Ž

���‘�Ž �Œ�›�’�•�’�Œ�Š�• �™�Š�•�‘ �˜�• �•�‘�Ž �Œ�˜�›�Ž �’�œ �W�ï�^ �—�Š�—�˜�œ�Ž�Œ�˜�—�•�œ�ð �˜�• � �‘�’�Œ�‘ �W�ï�W �—�Š�—�˜�œ�Ž�Œ�˜�—�•�œ �’�— �•�‘�Ž �Œ�˜�–�‹�’�,
�—�Š�•�˜�›�’�Š�• �•�˜�•�’�Œ �˜�• �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�ï ���‘�’�œ �›�Ž�œ�ž�•�•�œ �’�— �Š �–�Š�¡�’�–�ž�– �Œ�•�˜�Œ�” �•�›�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�¢ �˜�• �[�[�[���
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�Š�—�• �•�‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�• �˜�• �W�ï�X�Y �	�‹�’�•�&�œ�ï ���‘�Ž �Š�›�Ž�Š �—�Ž�Ž�•�Ž�• �•�˜�› �‘�Š�Ÿ�’�—�• �•�‘�Ž �Œ�˜�›�Ž �›�ž�—�—�’�—�• �Š�• �•�‘�’�œ �•�›�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�¢
�’�œ �\�ï�[ �”�•�Š�•�Ž�ð �Œ�˜�–�™�˜�œ�Ž�• �˜�• �Y �”�•�Š�•�Ž �•�˜�› �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�ð �Y�ï�W �”�•�Š�•�Ž �•�˜�› �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�› �Š�—�•
�Œ�˜�—�•�›�˜�• �•�˜�•�’�Œ �Š�—�• �•�Ž�œ�œ �•�‘�Š�— �Z�V�V �•�Š�•�Ž�œ �•�˜�› �•�‘�Ž ���&�� �‹�ž���Ž�›�ï

���— �Š�•�•�Ž�›�—�Š�•�’�Ÿ�Ž � �’�•�‘�˜�ž�• �œ�Ž�™�Š�›�Š�•�Ž ���&�� �‹�ž���Ž�› �Š�•�•�˜� �œ �œ�Š�Ÿ�’�—�• �Š�‹�˜�ž�• �Z�V�V �•�Š�•�Ž �Š�—�• �•�Ž�Œ�›�Ž�Š�œ�Ž�œ
�•�‘�Ž �•�‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�• �•�˜ �V�ï�_�\ �	�‹�’�•�&�œ �Š�• �[�[�[���
�£�ï

�Z�ï�Z ���˜� �,�Š�›�Ž�Š �Œ�˜�™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�›

�� �•�’���Ž�›�Ž�—�• �Š�™�™�›�˜�Š�Œ�‘ �Œ�Š�— �‹�Ž �•�Š�”�Ž�— �’�— �•�‘�Ž �•�Ž�œ�’�•�— �˜�• �•�‘�Ž �‘�Š�›�•� �Š�›�Ž �Š�Œ�Œ�Ž�•�Ž�›�Š�•�˜�›�ñ �•�‘�Ž �Œ�˜�›�Ž �Œ�Š�—
�ž�œ�Ž �•�‘�Ž �œ�¢�œ�•�Ž�– �–�Ž�–�˜�›�¢ �’�—�œ�•�Ž�Š�• �˜�• �‘�Š�Ÿ�’�—�• �Š�•�• �•�‘�Ž �œ�•�˜�›�Š�•�Ž �Œ�Š�™�Š�‹�’�•�’�•�’�Ž�œ �’�—�•�Ž�›�—�Š�•�•�¢�ï ���‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž �˜�•
�
�R�P�P�N�X� �’�•�• �‹�Ž �œ�•�˜�›�Ž�• �’�— �–�Ž�–�˜�›�¢ �Š�—�• �•�‘�Ž �Œ�˜�™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�› �’�œ �Ž�š�ž�’�™�™�Ž�• � �’�•�‘ �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ �•�˜�› �œ�•�˜�›�’�—�•
�˜�—�•�¢ �•�Ž�–�™�˜�›�Š�›�¢ �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ�ï

���‘�’�œ �”�’�—�• �˜�• �Œ�˜�™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�› �’�œ �œ�ž�’�•�Š�‹�•�Ž �•�˜�› �œ�–�Š�›�• �Œ�Š�›�•�œ �˜�› � �’�›�Ž�•�Ž�œ�œ �œ�Ž�—�œ�˜�› �—�Ž�•� �˜�›�”�œ � �‘�Ž�›�Ž
�Š�›�Ž�Š �’�œ �™�Š�›�•�’�Œ�ž�•�Š�›�•�¢ �’�–�™�˜�›�•�Š�—�• �œ�’�—�Œ�Ž �’�• �•�Ž�•�Ž�›�–�’�—�Ž�œ �•�‘�Ž �Œ�˜�œ�• �˜�• �•�‘�Ž �•�Ž�Ÿ�’�Œ�Ž �Š�—�• �•�‘�Ž�›�Ž �’�œ �—�˜ �›�’�Œ�‘
�˜�™�Ž�›�Š�•�’�—�• �œ�¢�œ�•�Ž�– �Š�•�•�˜� �’�—�• �•�˜ �›�ž�— �•�’���Ž�›�Ž�—�• �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�Ž�œ �’�— �™�Š�›�Š�•�•�Ž�•�ï

���‘�Ž �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž �’�œ �•�Ž�™�’�Œ�•�Ž�• �’�— ���•�ž�›�Ž�Z�ï�X� �‘�Ž�›�Ž �–�Ž�–�˜�›�¢ �‹�ž���Ž�› �•�Š�‹�Ž�•�Ž�• � �’�•�‘ �� �’�œ �›�Ž�œ�Ž�›�Ÿ�Ž�•
�•�˜�› �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž�ð �Š�—�• �� �’�œ �›�Ž�œ�Ž�›�Ÿ�Ž�• �•�˜�› �•�Ž�–�™�˜�›�Š�›�¢ �Ÿ�Š�•�ž�Ž�œ�ï ���˜�› �•�‘�Ž � �’�•�•�‘ �˜�• �•�‘�Ž �•�Š�•�Š �‹�ž�œ �•�˜�› �™�Ž�›�,
�•�˜�›�–�’�—�• �–�Ž�–�˜�›�¢ �Š�Œ�Œ�Ž�œ�œ �•�’���Ž�›�Ž�—�• �Ÿ�Š�•�ž�Ž�œ �Œ�Š�— �‹�Ž �•�Š�”�Ž�—�ï ���Ž �Œ�˜�—�œ�’�•�Ž�› �’�• �Ž�š�ž�Š�• �•�˜ �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž �œ�’�£�Ž
�Š�œ �Š ���›�œ�• �Š�œ�œ�ž�–�™�•�’�˜�—�ð �Š�—�• �•�’�œ�Œ�ž�œ�œ �•�Š�•�Ž�› �•�‘�Ž �’�–�™�•�’�Œ�Š�•�’�˜�—�œ �’�• �Š �œ�–�Š�•�•�Ž�› � �’�•�•�‘ �’�œ �•�Š�”�Ž�—�ï

���—�•�Ž�›�—�Š�•�•�¢ �•�‘�Ž �Œ�˜�™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�› �’�œ �•�’�Ÿ�’�•�Ž�• �’�— �•� �˜ �™�Š�›�•�œ�ð �Š ���—�’�•�Ž �œ�•�Š�•�Ž �–�Š�Œ�‘�’�—�Ž �û�������ü �Š�—�• �Š
�•�Š�•�Š �™�Š�•�‘�ï ���‘�Ž �•�Š�•�Š �™�Š�•�‘ �’�œ �Ž�š�ž�’�™�™�Ž�• � �’�•�‘ �Y �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ �•�˜�› �œ�•�˜�›�’�—�• �•�Ž�–�™�˜�›�Š�›�¢ �Ÿ�Š�•�ž�Ž�œ�ï ���‘�Ž ������
�Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�œ �•�‘�Ž �Š�•�•�›�Ž�œ�œ �•�˜ �‹�Ž �›�Ž�Š�• �Š�—�• �œ�Ž�• �•�‘�Ž �Œ�˜�—�•�›�˜�• �œ�’�•�—�Š�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �•�Š�•�Š �™�Š�•�‘�ï ���‘�Ž �›�˜�ž�—�• �’�œ
�Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�• �’�— �•�’���Ž�›�Ž�—�• �™�‘�Š�œ�Ž�œ�ï
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 ���’�›�œ�• �•�‘�Ž �œ�‘�Ž�Ž�• �™�Š�›�’�•�’�Ž�œ �Š�›�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�•�ð �Š�—�• �•�‘�Ž �[ �•�Š�—�Ž�œ �Š�›�Ž �œ�•�˜�›�Ž�• �’�— �Š �•�Ž�•�’�Œ�Š�•�Ž�• �Š�›�Ž�Š �˜�•
�•�‘�Ž �–�Ž�–�˜�›�¢�ï
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 ���‘�Ž �œ�Ž�Œ�˜�—�• �™�‘�Š�œ�Ž �Œ�˜�—�œ�’�œ�•�œ �’�— �Œ�˜�–�™�ž�•�’�—�• �•�‘�Žθ �•�›�Š�—�œ�•�˜�›�–�Š�•�’�˜�—�ð �›�Ž�Š�•�’�—�• �Š�•�• �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž�œ �˜�•
�•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž�ð �Š�—�• �Œ�˜�–�™�ž�•�’�—�• �•�‘�Ž ������ � �’�•�‘ �•�‘�Ž �Œ�˜�›�›�Ž�œ�™�˜�—�•�’�—�• �œ�‘�Ž�Ž�• �™�Š�›�’�•�’�Ž�œ�ï �����Ž�› �Œ�˜�–�,
�™�ž�•�’�—�• �Š �•�Š�—�Ž �’�— �•�‘�’�œ � �Š�¢�ð �’�• �’�œ �›�˜�•�Š�•�Ž�• �Š�Œ�Œ�˜�›�•�’�—�• �•�˜ρ �Š�—�• � �›�’�4�Ž�— �•�˜ �•�‘�Ž �™�˜�œ�’�•�’�˜�— �•�Ž���—�Ž�•
�‹�¢π�ï ���˜�  �•�‘�Ž �’�—�•�Ž�›�–�Ž�•�’�Š�•�Ž �œ�•�Š�•�Ž �’�œ �Œ�˜�–�™�•�Ž�•�Ž�•�¢ �œ�•�˜�›�Ž�• �’�— �•�‘�Ž �‹�ž���Ž�› ���ï
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 ���‘�Ž �•�Š�œ�• �œ�•�Ž�™ �’�œ �•�˜ �Œ�˜�–�™�ž�•�Žχ �Š�—�• �Š�•�• �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �Œ�˜�—�œ�•�Š�—�•�ðι�ð �•�˜ �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž �’�— �™�˜�œ�’�•�’�˜�—
(0, 0)�ï ���˜�› �•�˜�’�—�• �•�‘�’�œ �•�‘�Ž �Œ�˜�™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�› �›�Ž�Š�•�œ �Y �•�Š�—�Ž�œ �˜�• �Š �™�•�Š�—�Ž �•�›�˜�– �•�‘�Ž �’�—�•�Ž�›�–�Ž�•�’�Š�•�Ž
�œ�•�Š�•�Ž�ð �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�œχ �Š�—�• � �›�’�•�Ž�œ �•�‘�Ž �›�Ž�œ�ž�•�• �•�˜ �•�‘�Ž �‹�ž���Ž�› ���ð �›�Ž�Š�•�œ �Š�—�˜�•�‘�Ž�› �Ž�•�Ž�–�Ž�—�• �˜�• �•�‘�Ž
�’�—�•�Ž�›�–�Ž�•�’�Š�•�Ž �Ÿ�Š�•�ž�Ž �Š�—�• � �›�’�•�Ž�œ �•�‘�Ž �—�Ž� χ�ð �Š�—�• �œ�˜ �˜�— �•�˜�› �•�‘�Ž �[ �Ž�•�Ž�–�Ž�—�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �™�•�Š�—�Ž�ï

���‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �˜�—�Ž �›�˜�ž�—�• �˜�• �•�‘�Ž�
�R�P�P�N�X�,f �™�Ž�›�–�ž�•�Š�•�’�˜�— �•�Š�”�Ž�œ �X�W�[ �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ�ï ���ž�•
�˜�• �•�‘�Ž�œ�Ž�ð �[�[ �Š�›�Ž�‹�ž�‹�‹�•�Ž�œ� �‘�Ž�›�Ž �•�‘�Ž �Œ�˜�›�Ž �’�œ �Œ�˜�–�™�ž�•�’�—�• �’�—�•�Ž�›�—�Š�•�•�¢ �Š�—�• �—�˜�• �•�›�Š�—�œ�•�Ž�›�›�’�—�• �•�Š�•�Š �•�˜
�˜�› �•�›�˜�– �•�‘�Ž �–�Ž�–�˜�›�¢�ï

���— �Š �Ÿ�Š�›�’�Š�—�• � �’�•�‘ �–�Ž�–�˜�›�¢ � �˜�›�•�œ �‘�Š�•�• �•�‘�Ž �•�Š�—�Ž �œ�’�£�Ž�ð �•�‘�Ž �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ �•�˜�ž�‹�•�Ž�œ �‹�ž�•
�˜�—�•�¢ �•�˜�› �•�‘�Ž �™�Š�›�• �›�Ž�•�Š�•�’�Ÿ�Ž �•�˜ �›�Ž�Š�• �Š�—�• � �›�’�•�Ž�ð �—�˜�• �•�˜�› �•�‘�Ž �‹�ž�‹�‹�•�Ž�œ�ï ���— �œ�ž�Œ�‘ �Š�— �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—
�˜�—�Ž �›�˜�ž�—�• �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�œ �Y�]�[ �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ�ï

���‘�Ž �‹�ž���Ž�› ���ð � �‘�Ž�›�Ž �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �˜�• �•�‘�Ž �™�Ž�›�–�ž�•�Š�•�’�˜�— �’�œ � �›�’�4�Ž�— �Š�—�• � �‘�Ž�›�Ž �•�‘�Ž �˜�ž�•�™�ž�• �˜�• �•�‘�Ž
�™�Ž�›�–�ž�•�Š�•�’�˜�— �’�œ � �›�’�4�Ž�— �Š�—�• �•�‘�Ž �Ž�—�• �˜�• �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �‘�Š�œ �•�‘�Ž �œ�’�£�Ž �˜�• �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž �û�X�[ �•�’�–�Ž�œ
�•�‘�Ž �•�Š�—�Ž �œ�’�£�Ž�ü�ð � �‘�’�•�Ž �•�‘�Ž �–�Ž�–�˜�›�¢ �œ�™�Š�Œ�Ž �•�˜�› �œ�•�˜�›�’�—�• �•�Ž�–�™�˜�›�Š�›�¢ �Ÿ�Š�•�ž�Ž�œ �‘�Š�œ �•�‘�Ž �œ�’�£�Ž �˜�• �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž
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�����[�������[�V�����Y�X�Z�,�Y

���Š�‹�•�Ž �Z�ï�X�ñ���Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž �Ž�œ�•�’�–�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �‘�’�•�‘ �œ�™�Ž�Ž�• �Œ�˜�›�Ž �˜�•�
�R�P�P�N�X[r = 1024, c = 576] �˜�—
�•�’���Ž�›�Ž�—�• �����	���œ�ð �Š�—�• �’�— �‹�›�Š�Œ�”�Ž�•�œ �•�‘�Ž �›�Ž�œ�˜�ž�›�Œ�Ž�œ �Š�Ÿ�Š�’�•�Š�‹�•�Ž �’�— �•�‘�Ž �•�’���Ž�›�Ž�—�• �Œ�Š�œ�Ž�œ�ï

���‘�Ž �•�˜� �,�Š�›�Ž�Š �Œ�˜�™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�› �‘�Š�œ �‹�Ž�Ž�— �Œ�˜�•�Ž�• �’�— ���
���� �Š�—�• �œ�’�–�ž�•�Š�•�Ž�• �ž�œ�’�—�• ���˜�•�Ž�•�œ�’�–�ï ���œ
�•�‘�Ž �Œ�˜�›�Ž �•�Ž�™�’�Œ�•�Ž�• �’�— ���Ž�Œ�•�’�˜�—�Z�ï�X�ð �•�‘�Ž �Œ�˜�™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�› �‘�Š�œ �‹�Ž�Ž�— �œ�¢�—�•�‘�Ž�œ�’�£�Ž�• �ž�œ�’�—�• ���� �•�Ž�Œ�‘�—�˜�•�˜�•�¢
�Š�• �W�Y�V �—�–�ï

�Z�ï�Z�ï�W�
�R�P�P�N�X[r = 1024, c = 576]

���— �•�‘�’�œ �’�—�œ�•�Š�—�•�’�Š�•�’�˜�— �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž�
�R�P�P�N�X�,f �™�Ž�›�–�ž�•�Š�•�’�˜�— �•�Š�”�Ž�œ �[�W�\�V �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ�ï
���‘�Ž �Œ�˜�™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�› �‘�Š�œ �Š �Œ�›�’�•�’�Œ�Š�• �™�Š�•�‘ �˜�• �W�ï�[ �—�Š�—�˜�œ�Ž�Œ�˜�—�•�œ �Š�—�• �Œ�Š�— �›�ž�— �ž�™ �•�˜ �\�\�\�ï�] ���
�£ �›�Ž�œ�ž�•�•�’�—�•
�’�— �Š �•�‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�• �˜�• �W�Y�X ���‹�’�•�&�œ�ï ���‘�Ž �Š�›�Ž�Š �—�Ž�Ž�•�Ž�• �•�˜�› �Š�4�Š�’�—�’�—�• �•�‘�’�œ �Œ�•�˜�Œ�” �•�›�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�¢ �’�œ �\�ï�[ �”�•�Š�•�Ž�ï
���• �•�‘�Ž �Œ�˜�›�Ž �’�œ �œ�¢�—�•�‘�Ž�œ�’�£�Ž�• �•�˜�› �Š �Œ�•�˜�Œ�” �•�›�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�¢ �•�’�–�’�•�Ž�• �•�˜ �X�V�V���
�£�ð �•�‘�Ž �Š�›�Ž�Š �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�–�Ž�—�• �’�œ
�›�Ž�•�ž�Œ�Ž�• �•�˜ �[ �”�•�Š�•�Ž �Š�—�• �•�‘�Ž �Œ�˜�›�›�Ž�œ�™�˜�—�•�’�—�• �•�‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�• �’�œ �Y�_ ���‹�’�•�&�œ�ï ���— �‹�˜�•�‘ �Œ�Š�œ�Ž�œ �•�‘�Ž �Š�–�˜�ž�—�•
�˜�• �Š�›�Ž�Š �—�Ž�Ž�•�Ž�• �•�˜�› �•�‘�Ž �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ �’�œ �Š�‹�˜�ž�• �W �”�•�Š�•�Ž�ï

���• �’�œ �’�—�•�Ž�›�Ž�œ�•�’�—�• �•�˜ �—�˜�•�Ž �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �•�˜�  �Š�›�Ž�Š �Œ�˜�™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�› �’�œ �Œ�Š�™�Š�‹�•�Ž �˜�• �›�Ž�Š�Œ�‘�’�—�• �‘�’�•�‘�Ž�› �•�›�Ž�,
�š�ž�Ž�—�Œ�’�Ž�œ �•�‘�Š�— �•�‘�Ž �‘�’�•�‘ �œ�™�Ž�Ž�• �Œ�˜�›�Ž�ï

�Z�ï�Z�ï�X�
�R�P�P�N�X[r = 40, c = 160]

���— �•�‘�’�œ �’�—�œ�•�Š�—�•�’�Š�•�’�˜�— �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž�
�R�P�P�N�X�,f �™�Ž�›�–�ž�•�Š�•�’�˜�— �•�Š�”�Ž�œ �Y�^�]�V �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ�ï
���‘�Ž �Œ�˜�™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�› �‘�Š�œ �Š �Œ�›�’�•�’�Œ�Š�• �™�Š�•�‘ �˜�• �W�ï�Z �—�Š�—�˜�œ�Ž�Œ�˜�—�•�œ �Š�—�• �Œ�Š�— �›�ž�— �ž�™ �•�˜ �]�W�Z ���
�£ �›�Ž�œ�ž�•�•�’�—�•
�’�— �Š �•�‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�• �˜�• �˜�• �\�ï�^�] ���‹�’�•�&�œ�ï ���‘�Ž �Š�›�Ž�Š �•�˜�› �Š�4�Š�’�—�’�—�• �•�‘�’�œ �Œ�•�˜�Œ�” �•�›�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�¢ �’�œ �W�ï�\ �”�•�Š�•�Ž�ð ���• �•�‘�Ž
�Œ�˜�›�Ž �’�œ �œ�¢�—�•�‘�Ž�œ�’�£�Ž�• �•�˜�› �Š �Œ�•�˜�Œ�” �•�›�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�¢ �•�’�–�’�•�Ž�• �•�˜ �X�V�V���
�£ �û�[�V�V���
�£�ü�ð �•�‘�Ž �Š�›�Ž�Š �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�–�Ž�—�•
�’�œ �›�Ž�•�ž�Œ�Ž�• �•�˜ �W�ï�Y �û�W�ï�Z�ü �”�•�Š�•�Ž �Š�—�• �•�‘�Ž �Œ�˜�›�›�Ž�œ�™�˜�—�•�’�—�• �•�‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�• �’�œ �W�ï�_ �û�Z�ï�^�ü ���‹�’�•�&�œ�ï ���— �‹�˜�•�‘
�Œ�Š�œ�Ž�œ �•�‘�Ž �Š�–�˜�ž�—�• �˜�• �Š�›�Ž�Š �—�Ž�Ž�•�Ž�• �•�˜�› �•�‘�Ž �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ �’�œ �’�— �•�‘�Ž �˜�›�•�Ž�› �˜�• �W�V�V �•�Š�•�Ž�œ�ï

�Z�ï�[ �����	�� �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�œ

���Ž �‘�Š�Ÿ�Ž �ž�œ�Ž�• ���•�•�Ž�›�Š ���ž�Š�›�•�ž�œ ���� ���Ž�‹ ���•�’�•�’�˜�— �Ÿ�Ž�›�œ�’�˜�— �_ �ý�W�Y�þ �Š�—�• ���’�•�’�—�¡ ������ ���Ž�‹�������
 �Ÿ�Ž�›�œ�’�˜�—
�W�W�ï�W �ý�W�\�þ �•�˜ �Ž�Ÿ�Š�•�ž�Š�•�Ž ���
���� � �’�•�‘ �•�‘�Ž �•�˜�˜�•�œ �•�˜�› �����	���ï ���‘�Ž�œ�Ž �•�˜�˜�•�œ �™�›�˜�Ÿ�’�•�Ž �Ž�œ�•�’�–�Š�•�’�˜�—�œ �˜�• �•�‘�Ž
�Š�–�˜�ž�—�• �˜�• �›�Ž�œ�˜�ž�›�Œ�Ž�œ �—�Ž�Ž�•�Ž�• �Š�—�• �•�‘�Ž �–�Š�¡�’�–�ž�– �Œ�•�˜�Œ�” �•�›�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�¢ �›�Ž�Š�Œ�‘�Ž�•�ï

�Z�ï�[�ï�W �
�’�•�‘�,�œ�™�Ž�Ž�• �Œ�˜�›�Ž

���Ž �›�Ž�™�˜�›�• �’�— ���Š�‹�•�Ž�œ�Z�ï�X�Š�—�•�Z�ï�Y�•�‘�Ž �Ž�œ�•�’�–�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�•�Ž�•�Ž�• �™�•�Š�Œ�Ž �Š�—�• �›�˜�ž�•�Ž �•�˜�› �•�‘�Ž �‘�’�•�‘�,
�œ�™�Ž�Ž�• �Œ�˜�›�Ž �•�˜�› �•�‘�Ž �•�Š�›�•�Ž �Š�—�• �œ�–�Š�•�• �Ÿ�Ž�›�œ�’�˜�—�œ �›�Ž�œ�™�Ž�Œ�•�’�Ÿ�Ž�•�¢�ï

�Z�ï�[�ï�X ���˜� �,�Š�›�Ž�Š �Œ�˜�™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�›

���— �•�‘�Ž �Œ�Š�œ�Ž �˜�• �����	���ð �•�‘�Ž �Ž�œ�•�’�–�Š�•�’�˜�—�œ �Š�›�Ž �›�Ž�™�˜�›�•�Ž�• �’�— �•�Š�‹�•�Ž�œ�Z�ï�Z�Š�—�•�Z�ï�[�ï

�Y�Z �&�[�W



�Z�ï �
�Š�›�•� �Š�›�Ž �
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž� 

���Ž�Ÿ�’�Œ�Ž ���˜�•�’�Œ ���Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ���Š�¡ ���›�Ž�š�ï ���‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�•
���•�•�Ž�›�Š ���•�›�Š�•�’�¡�������[�_�Z �û�Y�^�V�V�V�ü ���������œ�Y�Y�Y �û�Y�^�V�V�V�ü�X�V�\ ���
�£ �Z�W�X ���‹�’�•�&�œ
�����Y�����[�V���Z�^�Z���X
���•�•�Ž�›�Š ���¢�Œ�•�˜�—�Ž �������]�Y�X �û�W�V�Y�X�V�ü �����œ�Y�Y�Y �û�W�V�Y�X�V�ü�W�Z�[ ���
�£ �X�_�V ���‹�’�•�&�œ
�����Y���W�V���X�[�\���\
���’�›�•�Ž�¡ �[ �W�_�V �û�]�X�V�V�ü �œ�•�’�Œ�Ž�œ�Y�Z�V �û�X�^�^�V�V�ü�W�X�X ���
�£ �X�Z�Z ���‹�’�•�&�œ
�����[�������[�V�����Y�X�Z�,�Y

���Š�‹�•�Ž �Z�ï�Y�ñ���Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž �Ž�œ�•�’�–�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �‘�’�•�‘ �œ�™�Ž�Ž�• �Œ�˜�›�Ž �˜�•�
�R�P�P�N�X[r = 40, c = 160] �˜�— �•�’�•�,
�•�Ž�›�Ž�—�• �����	���œ�ð �Š�—�• �’�— �‹�›�Š�Œ�”�Ž�•�œ �•�‘�Ž �›�Ž�œ�˜�ž�›�Œ�Ž�œ �Š�Ÿ�Š�’�•�Š�‹�•�Ž �’�— �•�‘�Ž �•�’���Ž�›�Ž�—�• �Œ�Š�œ�Ž�œ�ï

���Ž�Ÿ�’�Œ�Ž ���˜�•�’�Œ ���Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ���Š�¡ ���›�Ž�š�ï ���‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�•
���•�•�Ž�›�Š ���•�›�Š�•�’�¡�������^�[�[ �û�Y�^�V�V�V�ü ���������œ�X�Z�X �û�Y�^�V�V�V�ü�Y�[�_ ���
�£ �]�W�ï�X ���‹�’�•�&�œ
�����Y�����[�V���Z�^�Z���X
���•�•�Ž�›�Š ���¢�Œ�•�˜�—�Ž �������W�[�]�V �û�[�W�Y�\�ü �����œ�X�Z�X �û�[�W�Y�\�ü�W�^�Y ���
�£ �Y�\�ï�Y ���‹�’�•�&�œ
�����Y���[���X�[�\���\
���’�›�•�Ž�¡ �[ �Z�Z�^ �û�]�X�V�V�ü �œ�•�’�Œ�Ž�œ�X�Z�Z �û�X�^�^�V�V�ü�X�\�[ ���
�£ �[�X�ï�[ ���‹�’�•�&�œ
�����[�������[�V�����Y�X�Z�,�Y

���Š�‹�•�Ž �Z�ï�Z�ñ���Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž �Ž�œ�•�’�–�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �•�˜�  �Š�›�Ž�Š �Œ�˜�™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�› �˜�•�
�R�P�P�N�X[r = 1024, c = 576]
�˜�— �•�’���Ž�›�Ž�—�• �����	���œ�ð �Š�—�• �’�— �‹�›�Š�Œ�”�Ž�•�œ �•�‘�Ž �›�Ž�œ�˜�ž�›�Œ�Ž�œ �Š�Ÿ�Š�’�•�Š�‹�•�Ž �’�— �•�‘�Ž �•�’���Ž�›�Ž�—�• �Œ�Š�œ�Ž�œ�ï

���Ž�Ÿ�’�Œ�Ž ���˜�•�’�Œ ���Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ���Š�¡ ���›�Ž�š�ï ���‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�•
���•�•�Ž�›�Š ���•�›�Š�•�’�¡�������W�Y�W �û�Y�^�V�V�V�ü ���������œ�Y�X �û�Y�^�V�V�V�ü�Y�[�_ ���
�£ �Y�ï�] ���‹�’�•�&�œ
�����Y�����[�V���Z�^�Z���X
���•�•�Ž�›�Š ���¢�Œ�•�˜�—�Ž �������X�V�[ �û�[�W�Y�\�ü �����œ�Y�V �û�[�W�Y�\�ü�W�^�Y ���
�£ �W�ï�_ ���‹�’�•�&�œ
�����Y���[���X�[�\���\
���’�›�•�Ž�¡ �[ �\�X �û�]�X�V�V�ü �œ�•�’�Œ�Ž�œ�Y�V �û�X�^�^�V�V�ü�X�\�[ ���
�£ �X�ï�] ���‹�’�•�&�œ
�����[�������[�V�����Y�X�Z�,�Y

���Š�‹�•�Ž �Z�ï�[�ñ���Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž �Ž�œ�•�’�–�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �•�˜�  �Š�›�Ž�Š �Œ�˜�™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�› �˜�•�
�R�P�P�N�X[r = 40, c = 160] �˜�—
�•�’���Ž�›�Ž�—�• �����	���œ�ð �Š�—�• �’�— �‹�›�Š�Œ�”�Ž�•�œ �•�‘�Ž �›�Ž�œ�˜�ž�›�Œ�Ž�œ �Š�Ÿ�Š�’�•�Š�‹�•�Ž �’�— �•�‘�Ž �•�’���Ž�›�Ž�—�• �Œ�Š�œ�Ž�œ�ï

�Y�[ �&�[�W



�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �Z�ï �
�Š�›�•� �Š�›�Ž

�Y�\ �&�[�W



���‘�Š�™�•�Ž�› �[

���›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�• �œ�’�•�Ž�,�Œ�‘�Š�—�—�Ž�• �Š�4�Š�Œ�”�œ

���• �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �•�˜�
�R�P�P�N�X�’�—�Œ�•�ž�•�Ž�œ �œ�Ž�Œ�›�Ž�• �•�Š�•�Š �˜�› �”�Ž�¢�œ�ð �œ�’�•�Ž �Œ�‘�Š�—�—�Ž�• �Š�4�Š�Œ�”�œ �–�Š�¢ �™�˜�œ�Ž �Š �•�‘�›�Ž�Š�•�ï
���— �•�‘�’�œ �Œ�‘�Š�™�•�Ž�›�ð � �Ž �›�Ž�™�˜�›�• �˜�—�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�œ �•�‘�Š�• �˜���Ž�› �Š �‘�’�•�‘ �•�Ž�Ÿ�Ž�• �˜�• �›�Ž�œ�’�œ�•�Š�—�Œ�Ž
�Š�•�Š�’�—�œ�• �™�˜� �Ž�› �Š�—�Š�•�¢�œ�’�œ �‹�¢ �ž�œ�’�—�• �•�‘�Ž �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž �˜�• �–�Š�œ�”�’�—�• �û�œ�Ž�Œ�›�Ž�• �œ�‘�Š�›�’�—�•�ü�ï

�[�ï�W ���—�•�›�˜�•�ž�Œ�•�’�˜�—

���™�˜�—�•�Ž �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�œ�ð �Š�–�˜�—�• � �‘�’�Œ�‘�
�R�P�P�N�X�ð �Œ�Š�— �‹�Ž �ž�œ�Ž�• �’�— �Š � �’�•�Ž �›�Š�—�•�Ž �˜�• �–�˜�•�Ž�œ �Œ�˜�Ÿ�Ž�›�’�—�•
�•�‘�Ž �•�ž�•�• �›�Š�—�•�Ž �˜�• �œ�¢�–�–�Ž�•�›�’�Œ �Œ�›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�¢ �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�œ�ï ���Ž �›�Ž�•�Ž�› �•�˜�ý�W�V�ð�Y�þ �•�˜�› �Ž�¡�Š�–�™�•�Ž�œ�ï ���‘�’�œ
�’�—�Œ�•�ž�•�Ž�œ �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�œ �•�‘�Š�• �•�Š�”�Ž �Š�œ �Š�›�•�ž�–�Ž�—�• �Š �œ�Ž�Œ�›�Ž�• �”�Ž�¢�ï ���˜�–�Ž �˜�•�‘�Ž�› �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�œ �•�˜ �—�˜�• �•�Š�”�Ž �Š
�œ�Ž�Œ�›�Ž�• �”�Ž�¢ �‹�ž�• �•�Š�”�Ž �Š�œ �’�—�™�ž�• �•�Š�•�Š �•�‘�Š�• �œ�‘�˜�ž�•�• �›�Ž�–�Š�’�— �œ�Ž�Œ�›�Ž�• �œ�ž�Œ�‘ �Š�œ �™�œ�Ž�ž�•�˜�›�Š�—�•�˜�– �œ�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�Ž
�•�Ž�—�Ž�›�Š�•�˜�›�œ �˜�› �Œ�˜�–�–�’�•�,�Œ�‘�Š�•�•�Ž�—�•�Ž�,�›�Ž�œ�™�˜�—�œ�Ž �™�›�˜�•�˜�Œ�˜�•�œ�ï ���• �œ�ž�Œ�‘ �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�Š�•�’�•�¢ �’�œ �•�Ž�œ�’�›�Ž�• �˜�— �•�Ž�,
�Ÿ�’�Œ�Ž�œ �•�˜ � �‘�’�Œ�‘ �Š�— �Š�•�Ÿ�Ž�›�œ�Š�›�¢ �‘�Š�œ �œ�˜�–�Ž �”�’�—�• �˜�• �™�‘�¢�œ�’�Œ�Š�• �˜�› �•�˜�•�’�Œ�Š�• �Š�Œ�Œ�Ž�œ�œ�ð �™�›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�•
�œ�’�•�Ž �Œ�‘�Š�—�—�Ž�• �Š�—�• �•�Š�ž�•�• �Š�4�Š�Œ�”�œ �’�œ �Š�™�™�›�˜�™�›�’�Š�•�Ž �ý�X�þ�ï

���’�•�Ž �Œ�‘�Š�—�—�Ž�• �Š�—�• �•�Š�ž�•�• �Š�4�Š�Œ�”�œ �Š�›�Ž �Š�4�Š�Œ�”�œ �•�‘�Š�• �•�˜ �—�˜�• �Ž�¡�™�•�˜�’�• �Š�— �’�—�‘�Ž�›�Ž�—�• � �Ž�Š�”�—�Ž�œ�œ �˜�•
�Š�— �Š�•�•�˜�›�’�•�‘�–�ð �‹�ž�• �›�Š�•�‘�Ž�› �Š �Œ�‘�Š�›�Š�Œ�•�Ž�›�’�œ�•�’�Œ�œ �˜�• �•�‘�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�ï ���˜�› �•�‘�Ž�’�› �œ�Ž�Œ�ž�›�’�•�¢ �Œ�›�¢�™�•�˜�,
�•�›�Š�™�‘�’�Œ �™�›�’�–�’�•�’�Ÿ�Ž�œ �’�—�Ž�Ÿ�’�•�Š�‹�•�¢ �›�Ž�•�¢ �˜�— �•�‘�Ž �•�Š�Œ�• �•�‘�Š�• �Š�— �Š�•�Ÿ�Ž�›�œ�Š�›�¢ �•�˜�Ž�œ �—�˜�• �‘�Š�Ÿ�Ž �Š�Œ�Œ�Ž�œ�œ �•�˜ �’�—�,
�•�Ž�›�–�Ž�•�’�Š�•�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �›�Ž�œ�ž�•�•�œ�ï ���œ �Š �Œ�˜�—�œ�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�Ž�ð �Ž�Ÿ�Ž�— �™�Š�›�•�’�Š�• �”�—�˜� �•�Ž�•�•�Ž �˜�• �’�—�•�Ž�›�–�Ž�•�’�Š�•�Ž
�Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �›�Ž�œ�ž�•�•�œ �Œ�Š�— �•�’�Ÿ�Ž �Š �Œ�˜�–�™�•�Ž�•�Ž �‹�›�Ž�Š�”�•�˜� �— �˜�• �œ�Ž�Œ�ž�›�’�•�¢�ð �Ž�ï�•�ï�ð �‹�¢ �Š�•�•�˜� �’�—�• �Œ�˜�–�™�ž�,
�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �”�Ž�¢�ï �
�˜� �Ž�Ÿ�Ž�›�ð �Š�Œ�•�ž�Š�• �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�œ �–�Š�¢ �•�Ž�Š�” �’�—�•�˜�›�–�Š�•�’�˜�— �˜�— �•�‘�Ž�œ�Ž �›�Ž�œ�ž�•�•�œ
�Ÿ�’�Š �Œ�‘�Š�›�Š�Œ�•�Ž�›�’�œ�•�’�Œ�œ �œ�ž�Œ�‘ �Š�œ �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �•�’�–�Ž�ð �™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�— �˜�› �Ž�•�Ž�Œ�•�›�˜�–�Š�•�—�Ž�•�’�Œ �›�Š�•�’�Š�,
�•�’�˜�—�ï ���—�˜�•�‘�Ž�› �Œ�˜�—�•�’�•�’�˜�— �•�˜�› �•�‘�Ž �œ�Ž�Œ�ž�›�’�•�¢ �˜�• �Œ�›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�’�Œ �™�›�’�–�’�•�’�Ÿ�Ž�œ �’�œ �•�‘�Š�• �•�‘�Ž�¢ �Š�›�Ž �Ž�¡�Ž�Œ�ž�•�Ž�•
� �’�•�‘�˜�ž�• �•�Š�ž�•�•�œ�ï ���— �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �•�‘�Š�• �–�Š�”�Ž�œ �•�Š�ž�•�•�œ�ð �˜�› �Œ�Š�— �‹�Ž �–�Š�—�’�™�ž�•�Š�•�Ž�• �•�˜ �–�Š�”�Ž �•�Š�ž�•�•�œ�ð
�–�Š�¢ �‹�Ž �Œ�˜�–�™�•�Ž�•�Ž�•�¢ �’�—�œ�Ž�Œ�ž�›�Ž�ï

���Ž �‘�Ž�›�Ž �Œ�˜�—�Œ�Ž�—�•�›�Š�•�Ž �˜�— �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�œ �Š�•�Š�’�—�œ�• �™�˜� �Ž�› �Š�—�Š�•�¢�œ�’�œ �Š�—�• �Ž�•�Ž�Œ�•�›�˜�–�Š�•�—�Ž�•�’�Œ
�›�Š�•�’�Š�•�’�˜�— �•�‘�Š�• �–�Š�”�Ž �ž�œ�Ž �˜�• �•�‘�Ž �Š�•�•�Ž�‹�›�Š�’�Œ �™�›�˜�™�Ž�›�•�’�Ž�œ �˜�• �•�‘�Ž �œ�•�Ž�™ �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�œ �˜�•�
�R�P�P�N�X�ï ���— �•�‘�Ž
�›�Ž�–�Š�’�—�•�Ž�› �˜�• �•�‘�’�œ �Œ�‘�Š�™�•�Ž�› � �Ž � �’�•�• �œ�™�Ž�Š�” �˜�—�•�¢ �Š�‹�˜�ž�• �™�˜� �Ž�› �Š�—�Š�•�¢�œ�’�œ �’�–�™�•�¢�’�—�• �Š�•�œ�˜ �Ž�•�Ž�Œ�•�›�˜�,
�–�Š�•�—�Ž�•�’�Œ �Š�—�Š�•�¢�œ�’�œ�ï ���‘�Ž �–�Š�’�— �•�’���Ž�›�Ž�—�Œ�Ž �‹�Ž�•� �Ž�Ž�— �™�˜� �Ž�› �Š�—�Š�•�¢�œ�’�œ �Š�—�• �Ž�•�Ž�Œ�•�›�˜�–�Š�•�—�Ž�•�’�Œ �Š�—�Š�•�,
�¢�œ�’�œ �’�œ �•�‘�Š�• �’�— �•�‘�Ž �•�Š�4�Ž�› �•�‘�Ž �Š�•�Ÿ�Ž�›�œ�Š�›�¢ �Œ�Š�— �–�Š�”�Ž �–�˜�›�Ž �œ�˜�™�‘�’�œ�•�’�Œ�Š�•�Ž�• �–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�–�Ž�—�•�œ �Š�—�• �•�‘�Š�•
�•�‘�Ž �™�‘�¢�œ�’�Œ�Š�• �Š�—�• �Ž�•�Ž�Œ�•�›�˜�—�’�Œ �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�œ �Š�›�Ž �•�’���Ž�›�Ž�—�•�ï ���‘�Ž �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�œ �Š�• �•�‘�Ž �Š�•�•�˜�,
�›�’�•�‘�–�’�Œ �•�Ž�Ÿ�Ž�• �Š�›�Ž �‘�˜� �Ž�Ÿ�Ž�› �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �•�˜�› �‹�˜�•�‘�ï

���œ �•�Š�› �Š�œ �•�’�–�’�—�• �Š�4�Š�Œ�”�œ �Š�›�Ž �Œ�˜�—�Œ�Ž�›�—�Ž�•�ð �’�• �’�œ �œ�•�›�Š�’�•�‘�•�•�˜�›� �Š�›�• �•�˜ �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�
�R�P�P�N�X�’�— �œ�ž�Œ�‘
�Š � �Š�¢ �•�‘�Š�• �’�•�œ �Ž�¡�Ž�Œ�ž�•�’�˜�— �•�’�–�Ž �’�œ �’�—�•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�• �˜�• �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �’�• �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�Ž�œ�ð �‹�˜�•�‘ �’�— �œ�˜��� �Š�›�Ž �Š�œ
�’�— �‘�Š�›�•� �Š�›�Ž�ï ���˜�›�Ž�˜�Ÿ�Ž�›�ð�
�R�P�P�N�X�,f �•�˜�Ž�œ �—�˜�• �–�Š�”�Ž �ž�œ�Ž �˜�• �•�Š�›�•�Ž �•�˜�˜�”�ž�™ �•�Š�‹�•�Ž�œ �œ�˜ �•�‘�Š�• �Œ�Š�Œ�‘�Ž
�•�’�–�’�—�• �Š�4�Š�Œ�”�œ �™�˜�œ�Ž �—�˜ �™�›�˜�‹�•�Ž�–�ï ���‘�Ž �’�—�•�Ž�›�•�Ž�Š�Ÿ�’�—�• �–�Ž�•�‘�˜�• �˜�• ���Ž�Œ�•�’�˜�—�X�ï�W�Œ�Š�— �‹�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Ž�•
� �’�•�‘ �•�Š�‹�•�Ž �•�˜�˜�”�ž�™�œ�ð � �‘�’�Œ�‘ �•�Ž�™�Ž�—�• �˜�— �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �–�Ž�œ�œ�Š�•�Ž �˜�—�•�¢�ï ���• �Œ�˜�ž�›�œ�Ž�ð �’�• �Œ�Š�— �Š�•�œ�˜ �‹�Ž �’�–�,
�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Ž�• � �’�•�‘�˜�ž�• �Š�—�¢ �•�Š�‹�•�Ž �Š�• �Š�•�•�ï
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�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �[�ï ���›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�• �œ�’�•�Ž�,�Œ�‘�Š�—�—�Ž�• �Š�4�Š�Œ�”�œ

���›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�• �•�Š�ž�•�• �Š�4�Š�Œ�”�œ �Œ�Š�— �‹�Ž �Š�Œ�‘�’�Ž�Ÿ�Ž�• �‹�¢ �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�œ �•�‘�Š�• �Š�›�Ž �’�—�•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�•
�˜�• �•�‘�Ž �Œ�›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�’�Œ �™�›�’�–�’�•�’�Ÿ�Ž �‹�Ž�’�—�• �™�›�˜�•�Ž�Œ�•�Ž�•�ñ �•�Š�ž�•�• �•�Ž�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�• �œ�˜��� �Š�›�Ž �•�Ž�Ÿ�Ž�•�ð �Š�• �‘�Š�›�•� �Š�›�Ž
�•�Ž�Ÿ�Ž�• �Š�—�• �‹�¢ �™�Ž�›�•�˜�›�–�’�—�• �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�—�œ �–�ž�•�•�’�™�•�Ž �•�’�–�Ž�œ �Š�—�• �Ÿ�Ž�›�’�•�¢�’�—�• �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �›�Ž�œ�ž�•�•�œ �Š�›�Ž �Ž�š�ž�Š�•�ï
���Š�›�•�’�Œ�ž�•�Š�›�•�¢ �•�˜�˜�• �œ�˜�ž�›�Œ�Ž�œ �˜�• �’�—�•�˜�›�–�Š�•�’�˜�— �˜�— �œ�’�•�Ž �Œ�‘�Š�—�—�Ž�• �Š�4�Š�Œ�”�œ �Š�—�• �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�œ �Š�›�Ž
�•�‘�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�Ž�•�’�—�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �¢�Ž�Š�›�•�¢ ���›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�’�Œ �
�Š�›�•� �Š�›�Ž �Š�—�• ���–�‹�Ž�•�•�Ž�• ���¢�œ�•�Ž�–�œ �û���
�����ü �Œ�˜�—�,
�•�Ž�›�Ž�—�Œ�Ž�œ �û�K�W�W�S�������Z�Z�Z���F�K�H�V�Z�R�U�N�V�K�R�S���R�U�J���ü �Š�—�• �•�‘�Ž �•�Ž�¡�• �‹�˜�˜�” �ý�X�_�þ�ï �� �•�˜�˜�• �œ�˜�ž�›�Œ�Ž �˜�• �’�—�•�˜�›�–�Š�,
�•�’�˜�— �˜�— �•�Š�ž�•�• �Š�4�Š�Œ�”�œ �Š�—�• �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�œ �Š�›�Ž �•�‘�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�Ž�•�’�—�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �¢�Ž�Š�›�•�¢ ���Š�ž�•�• ���’�Š�•�—�˜�,
�œ�’�œ �Š�—�• ���˜�•�Ž�›�Š�—�Œ�Ž �’�— ���›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�¢ �û���������ü � �˜�›�”�œ�‘�˜�™�œ �û�K�W�W�S�������F�R�Q�I�H�U�H�Q�]�H���G�H�L���S�R�O�L�P�L���L�W��

�)�'�7�&�������L�Q�G�H�[���K�W�P�O�ü�ï

�[�ï�X ���˜� �Ž�› �Š�—�Š�•�¢�œ�’�œ

���‘�Ž �•�Ž�—�Ž�›�Š�• �œ�Ž�•�,�ž�™ �˜�• �™�˜� �Ž�› �û�Š�—�• �Ž�•�Ž�Œ�•�›�˜�–�Š�•�—�Ž�•�’�Œ�ü �Š�—�Š�•�¢�œ�’�œ �’�œ �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �Š�4�Š�Œ�”�Ž�› �•�Ž�•�œ �˜�—�Ž �˜�›
�–�˜�›�Ž �•�›�Š�Œ�Ž�œ �˜�• �•�‘�Ž �–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�• �™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�—�ï ���• �˜�—�•�¢ �Š �œ�’�—�•�•�Ž �•�›�Š�Œ�Ž �œ�ž���Œ�Ž�œ �•�˜ �–�˜�ž�—�•
�Š�— �Š�4�Š�Œ�”�ð �˜�—�Ž �œ�™�Ž�Š�”�œ �Š�‹�˜�ž�• �œ�’�–�™�•�Ž �™�˜� �Ž�› �Š�—�Š�•�¢�œ�’�œ �û�������ü�ï �
�˜� �Ž�Ÿ�Ž�›�ð �•�‘�Ž �•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�Œ�Ž �˜�• �•�‘�Ž
�œ�’�•�—�Š�• �’�— �•�‘�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ �‹�Ž�’�—�• �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�• �’�œ �•�¢�™�’�Œ�Š�•�•�¢ �œ�–�Š�•�• �Š�—�• �˜�‹�œ�Œ�ž�›�Ž�• �‹�¢ �—�˜�’�œ�Ž�ï ���‘�’�œ �Œ�Š�— �‹�Ž
�Œ�˜�–�™�Ž�—�œ�Š�•�Ž�• �•�˜�› �‹�¢ �•�Š�”�’�—�• �–�Š�—�¢ �•�›�Š�Œ�Ž�œ�ð �Ž�Š�Œ�‘ �˜�—�Ž �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�’�—�• �Š�— �Ž�¡�Ž�Œ�ž�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �Œ�›�¢�™�•�˜�,
�•�›�Š�™�‘�’�Œ �™�›�’�–�’�•�’�Ÿ�Ž � �’�•�‘ �•�’���Ž�›�Ž�—�• �’�—�™�ž�• �Ÿ�Š�•�ž�Ž�œ�ï ���‘�Ž�œ�Ž �–�Š�—�¢ �•�›�Š�Œ�Ž�œ �Š�›�Ž �•�‘�Ž�— �œ�ž�‹�“�Ž�Œ�• �•�˜ �œ�•�Š�•�’�œ�•�’�Œ�Š�•
�–�Ž�•�‘�˜�•�œ �•�˜ �›�Ž�•�›�’�Ž�Ÿ�Ž �•�‘�Ž �”�Ž�¢ �’�—�•�˜�›�–�Š�•�’�˜�—�ï ���‘�Ž�œ�Ž �Š�4�Š�Œ�”�œ �Š�›�Ž �Œ�Š�•�•�Ž�• �•�’���Ž�›�Ž�—�•�’�Š�• �™�˜� �Ž�› �Š�—�Š�•�¢�,
�œ�’�œ �û�������ü �ý�X�X�þ�ï ���— �’�–�™�˜�›�•�Š�—�• �Š�œ�™�Ž�Œ�• �’�— �•�‘�Ž�œ�Ž �Š�4�Š�Œ�”�œ �’�œ �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �•�›�Š�Œ�Ž�œ �–�ž�œ�• �‹�Ž�Š�•�’�•�—�Ž�•�ñ �•�‘�Ž�¢
�–�ž�œ�• �‹�Ž �Œ�˜�–�‹�’�—�Ž�• �’�— �•�‘�Ž �•�’�–�Ž�,�•�˜�–�Š�’�— �œ�ž�Œ�‘ �•�‘�Š�• �Œ�˜�›�›�Ž�œ�™�˜�—�•�’�—�• �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �œ�•�Ž�™�œ �Œ�˜�’�—�Œ�’�•�Ž
�‹�Ž�•� �Ž�Ž�— �•�‘�Ž �•�’���Ž�›�Ž�—�• �•�›�Š�Œ�Ž�œ�ï

���— ������ �˜�—�Ž �•�’�œ�•�’�—�•�ž�’�œ�‘�Ž�œ �‹�Ž�•� �Ž�Ž�—���›�œ�• �˜�›�•�Ž�›������ �Š�—�•�‘�’�•�‘�Ž�› �˜�›�•�Ž�›�������ï ���— ���›�œ�•�,�˜�›�•�Ž�›�ð �•�‘�Ž
�Š�4�Š�Œ�”�Ž�› �’�œ �•�’�–�’�•�Ž�• �•�˜ �Œ�˜�—�œ�’�•�Ž�›�’�—�• �œ�’�—�•�•�Ž �•�’�–�Ž �˜���œ�Ž�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �•�›�Š�Œ�Ž�œ�ï ���—m�,�•�‘ �˜�›�•�Ž�› �•�‘�Ž �Š�4�Š�Œ�”�Ž�›
�–�Š�¢ �’�—�Œ�˜�›�™�˜�›�Š�•�Ž �ž�™ �•�˜m �•�’�–�Ž �˜���œ�Ž�•�œ �’�— �•�‘�Ž �Š�—�Š�•�¢�œ�’�œ�ï �
�’�•�‘�Ž�›�,�˜�›�•�Ž�› �Š�4�Š�Œ�”�œ �Š�›�Ž �’�— �™�›�’�—�Œ�’�™�•�Ž
�–�˜�›�Ž �™�˜� �Ž�›�•�ž�• �‹�ž�• �Š�•�œ�˜ �–�ž�Œ�‘ �‘�Š�›�•�Ž�› �•�˜ �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�• �ý�X�_�þ�ï

���— �Œ�˜�›�›�Ž�•�Š�•�’�˜�— �™�˜� �Ž�› �Š�—�Š�•�¢�œ�’�œ �û�������ü �ý�W�X�þ �˜�—�Ž �Ž�¡�™�•�˜�’�•�œ �•�‘�Ž �•�Š�Œ�• �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�—
�–�Š�¢ �‹�Ž �Œ�˜�›�›�Ž�•�Š�•�Ž�• �•�˜ �•�‘�Ž �Ÿ�Š�•�ž�Ž �˜�• �‹�’�•�œ �û�˜�› �‹�’�•� �’�œ�Ž �•�’���Ž�›�Ž�—�Œ�Ž�œ �˜�• �‹�’�•�œ�ü �‹�Ž�’�—�• �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�Ž�• �Š�• �Š�—�¢
�•�’�Ÿ�Ž�— �–�˜�–�Ž�—�•�ñ �•�‘�Ž�›�Ž �’�œ �Š �•�’���Ž�›�Ž�—�Œ�Ž �’�— �•�‘�Ž �Ž�¡�™�Ž�Œ�•�Ž�• �Ÿ�Š�•�ž�Ž �˜�• �•�‘�Ž �™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�—�ï ���—
�œ�‘�˜�›�•�ð �˜�—�Ž �Ž�¡�™�•�˜�’�•�œ �•�‘�’�œ �‹�¢ �•�Š�”�’�—�• �–�Š�—�¢ �•�›�Š�Œ�Ž�œ �Š�—�• �™�Š�›�•�’�•�’�˜�—�’�—�• �•�‘�Ž�– �’�— �•� �˜ �œ�ž�‹�œ�Ž�•�œ�ñ �’�— �˜�—�Ž
�œ�Ž�•�ð �Š �™�Š�›�•�’�Œ�ž�•�Š�› �‹�’�•�ð �•�‘�Ž�•�Š�›�•�Ž�• �‹�’�•�ð �’�œ �œ�¢�œ�•�Ž�–�Š�•�’�Œ�Š�•�•�¢ �Ž�š�ž�Š�• �•�˜ �V �Š�—�• �’�— �•�‘�Ž �˜�•�‘�Ž�› �’�• �’�œ �Ž�š�ž�Š�•
�•�˜ �W�ï ���‘�Ž�— �˜�—�Ž �Š�•�•�œ �•�‘�Ž �•�›�Š�Œ�Ž�œ �’�— �Ž�Š�Œ�‘ �˜�• �•�‘�Ž �•� �˜ �œ�Ž�•�œ �Š�—�• �œ�ž�‹�•�›�Š�Œ�•�œ �•�‘�Ž �›�Ž�œ�ž�•�•�œ �•�’�Ÿ�’�—�• �•�‘�Ž
�Œ�˜�–�™�˜�ž�—�• �•�›�Š�Œ�Ž�ï ���• �—�˜�  �Š�• �Š�—�¢ �•�’�Ÿ�Ž�— �•�’�–�Ž �•�‘�Ž �™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�— �’�œ �Œ�˜�›�›�Ž�•�Š�•�Ž�• �•�˜ �•�‘�Ž �•�Š�›�•�Ž�•
�‹�’�•�ð �˜�—�Ž �œ�Ž�Ž�œ �Š �‘�’�•�‘ �Ÿ�Š�•�ž�Ž �’�— �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�˜�ž�—�• �•�›�Š�Œ�Ž�ï ���—�Ž �Œ�Š�— �ž�œ�Ž �•�‘�’�œ �•�˜ �›�Ž�•�›�’�Ž�Ÿ�Ž �”�Ž�¢ �’�—�•�˜�›�–�Š�•�’�˜�—
�‹�¢ �•�Š�”�’�—�• �Š �•�Š�›�•�Ž�• �‹�’�• �•�‘�Š�• �•�Ž�™�Ž�—�•�œ �˜�— �™�Š�›�• �˜�• �•�‘�Ž �”�Ž�¢ �Š�—�• �•�›�¢�’�—�• �•�’���Ž�›�Ž�—�• �™�Š�›�•�’�•�’�˜�—�œ �‹�Š�œ�Ž�•
�˜�— �•�‘�Ž �‘�¢�™�˜�•�‘�Ž�œ�’�œ �•�˜�› �•�‘�Š�• �™�Š�›�• �˜�• �•�‘�Ž �”�Ž�¢�ï ���• � �›�˜�—�• �”�Ž�¢ �•�ž�Ž�œ�œ�Ž�œ �›�Ž�œ�ž�•�• �’�— �Š �™�Š�›�•�’�•�’�˜�— � �‘�Ž�›�Ž
�•�‘�Ž �‹�’�•�œ �˜�• �’�—�•�Ž�›�–�Ž�•�’�Š�•�Ž �›�Ž�œ�ž�•�•�œ �Š�›�Ž �–�˜�›�Ž �˜�› �•�Ž�œ�œ �‹�Š�•�Š�—�Œ�Ž�•�ð �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�˜�ž�—�• �•�›�Š�Œ�Ž �˜�• �•�‘�Ž �Œ�˜�›�›�Ž�Œ�•
�”�Ž�¢ �•�ž�Ž�œ�œ � �’�•�• �œ�•�Š�—�• �˜�ž�•�ï ���˜�•�Ž �•�‘�Š�• �’�• �•�‘�Ž �™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�— �’�œ �Œ�˜�›�›�Ž�•�Š�•�Ž�• �•�˜ �‹�’�• �Ÿ�Š�•�ž�Ž�œ
�˜�› �•�’���Ž�›�Ž�—�Œ�Ž�œ�ð �’�• �’�œ �Š�•�œ�˜ �Œ�˜�›�›�Ž�•�Š�•�Ž�• �•�˜ �•�‘�Ž �
�Š�–�–�’�—�• �Ÿ�Š�•�ž�Ž�œ �˜�• � �˜�›�•�œ �˜�› �
�Š�–�–�’�—�• �•�’�œ�•�Š�—�Œ�Ž�œ
�‹�Ž�•� �Ž�Ž�— � �˜�›�•�œ�ï

���Š�•�Ž�›�ð �–�˜�›�Ž �Š�•�Ÿ�Š�—�Œ�Ž�• � �Š�¢�œ �•�˜ �–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž �•�‘�Ž �•�’�œ�•�Š�—�Œ�Ž �‹�Ž�•� �Ž�Ž�— �•�’�œ�•�›�’�‹�ž�•�’�˜�—�œ � �Ž�›�Ž �’�—�•�›�˜�,
�•�ž�Œ�Ž�•�ï ���— �™�Š�›�•�’�Œ�ž�•�Š�›�ð �–�ž�•�ž�Š�• �’�—�•�˜�›�–�Š�•�’�˜�— �Š�—�Š�•�¢�œ�’�œ �û�������ü �ý�W�_�þ �’�œ �Š �•�Ž�—�Ž�›�Š�•�’�£�Š�•�’�˜�— �˜�• ������ �’�—
�•�‘�Ž �œ�Ž�—�œ�Ž �•�‘�Š�• �’�—�œ�•�Ž�Š�• �˜�• �“�ž�œ�• �Ž�¡�™�•�˜�’�•�’�—�• �•�‘�Ž �•�Š�Œ�• �•�‘�Š�• �•�’���Ž�›�Ž�—�• �‹�’�• �Ÿ�Š�•�ž�Ž�œ �–�Š�¢ �›�Ž�œ�ž�•�• �’�— �•�’���Ž�›�Ž�—�•
�Ž�¡�™�Ž�Œ�•�Ž�• �™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�— �Ÿ�Š�•�ž�Ž�œ�ð �’�• �’�œ �Š�‹�•�Ž �•�˜ �Ž�¡�™�•�˜�’�• �•�‘�Ž �•�’���Ž�›�Ž�—�Œ�Ž �‹�Ž�•� �Ž�Ž�— �•�‘�Ž �•�’�œ�•�›�’�,
�‹�ž�•�’�˜�—�œ �˜�• �•�‘�Ž �™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�— �•�˜�› �Š �‹�’�• �‹�Ž�’�—�• �V �˜�› �W �›�Ž�œ�™�Ž�Œ�•�’�Ÿ�Ž�•�¢�ï ���˜ �’�— �œ�‘�˜�›�•�ð � �‘�Ž�— �•�‘�Ž
�™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�— �•�’�œ�•�›�’�‹�ž�•�’�˜�—�œ �˜�• �Š �‹�’�• �Ž�š�ž�Š�• �•�˜ �V �˜�› �W �‘�Š�Ÿ�Ž �Ž�š�ž�Š�• �–�Ž�Š�— �Ÿ�Š�•�ž�Ž�œ �‹�ž�• �•�’���Ž�›�Ž�—�•
�œ�‘�Š�™�Ž�œ�ð ������ � �’�•�• �—�˜�• � �˜�›�” � �‘�’�•�Ž ������ �–�Š�¢ �œ�•�’�•�• �‹�Ž �Š�‹�•�Ž �•�˜ �•�’�œ�•�’�—�•�ž�’�œ�‘ �•�‘�Ž �•� �˜ �•�’�œ�•�›�’�‹�ž�•�’�˜�—�œ�ï

�Y�^ �&�[�W

http://www.chesworkshop.org/
http://conferenze.dei.polimi.it/FDTC10/index.html
http://conferenze.dei.polimi.it/FDTC10/index.html


�[�ï ���›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�• �œ�’�•�Ž�,�Œ�‘�Š�—�—�Ž�• �Š�4�Š�Œ�”�œ�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž� 

�[�ï�X�ï�W ���’���Ž�›�Ž�—�• �•�¢�™�Ž�œ �˜�• �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�œ

���— �•�‘�Ž �•�’�•�‘�• �˜�• �™�˜� �Ž�› �Š�—�Š�•�¢�œ�’�œ �Š�4�Š�Œ�”�œ�ð �˜�—�Ž �–�ž�œ�• �Š�4�Ž�–�™�• �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�’�—�• �•�‘�Ž �Œ�›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�’�Œ
�™�›�’�–�’�•�’�Ÿ�Ž�œ �œ�ž�Œ�‘ �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �Ž���˜�›�• �û�˜�› �Œ�˜�œ�•�ü �˜�• �•�‘�Ž �Š�•�Ÿ�Ž�›�œ�Š�›�¢ �•�˜�› �›�Ž�•�›�’�Ž�Ÿ�’�—�• �•�‘�Ž �”�Ž�¢ �’�œ �•�˜�˜ �‘�’�•�‘
�•�˜�› �‘�Ž�› �•�˜ �‹�Ž �’�—�•�Ž�›�Ž�œ�•�’�—�•�ï ���— �’�–�™�˜�›�•�Š�—�• �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž �’�œ �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�’�—�• �•�‘�Ž �Œ�›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�’�Œ
�™�›�’�–�’�•�’�Ÿ�Ž�œ �œ�ž�Œ�‘ �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�— �Š�—�• �Ž�•�Ž�Œ�•�›�˜�–�Š�•�—�Ž�•�’�Œ �›�Š�•�’�Š�•�’�˜�— �•�Ž�Š�” �Š�œ �•�’�4�•�Ž �Š�œ
�™�˜�œ�œ�’�‹�•�Ž �˜�— �•�‘�Ž �œ�Ž�Œ�›�Ž�• �”�Ž�¢�œ �˜�› �•�Š�•�Š�ï ���˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�œ �Œ�Š�— �‹�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Ž�• �Š�• �œ�Ž�Ÿ�Ž�›�Š�• �•�Ž�Ÿ�Ž�•�œ�ñ

���›�Š�—�œ�’�œ�•�˜�› �•�Ž�Ÿ�Ž�•���˜�•�’�Œ�Š�• �•�Š�•�Ž�œ �Š�—�• �Œ�’�›�Œ�ž�’�•�œ �Š�›�Ž �‹�ž�’�•�• �’�— �œ�ž�Œ�‘ �Š � �Š�¢ �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �’�—�•�˜�›�–�Š�•�’�˜�— �•�Ž�Š�”�,
�Š�•�Ž �’�œ �›�Ž�•�ž�Œ�Ž�•�ò

���•�Š�•�•�˜�›�– �•�Ž�Ÿ�Ž�•���‘�Ž �™�•�Š�•�•�˜�›�– �œ�ž�™�™�˜�›�•�œ �•�Ž�Š�•�ž�›�Ž�œ �œ�ž�Œ�‘ �Š�œ �’�›�›�Ž�•�ž�•�Š�› �Œ�•�˜�Œ�”�’�—�• �û�Œ�•�˜�Œ�” �“�’�4�Ž�›�ü�ð �›�Š�—�,
�•�˜�– �’�—�œ�Ž�›�•�’�˜�— �˜�• �•�ž�–�–�¢ �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ �Š�—�• �Š�•�•�’�•�’�˜�— �˜�• �—�˜�’�œ�Ž �•�˜ �™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�—�ò

���›�˜�•�›�Š�– �•�Ž�Ÿ�Ž�•���‘�Ž �˜�›�•�Ž�› �˜�• �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �Œ�Š�— �‹�Ž �›�Š�—�•�˜�–�’�£�Ž�• �˜�› �•�ž�–�–�¢ �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ �Œ�Š�— �‹�Ž
�’�—�œ�Ž�›�•�Ž�• �›�Š�—�•�˜�–�•�¢ �•�˜ �–�Š�”�Ž �•�‘�Ž �Š�•�’�•�—�–�Ž�—�• �˜�• �•�›�Š�Œ�Ž�œ �–�˜�›�Ž �•�’���Œ�ž�•�•�ò

���•�•�˜�›�’�•�‘�–�’�Œ �•�Ž�Ÿ�Ž�•���‘�Ž �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �˜�• �•�‘�Ž �Œ�›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�’�Œ �Š�•�•�˜�›�’�•�‘�– �Š�›�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�• �’�— �œ�ž�Œ�‘ �Š
� �Š�¢ �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �’�—�•�˜�›�–�Š�•�’�˜�— �•�Ž�Š�”�Š�•�Ž �’�œ �›�Ž�•�ž�Œ�Ž�•�ò

���›�˜�•�˜�Œ�˜�• �•�Ž�Ÿ�Ž�•���‘�Ž �™�›�˜�•�˜�Œ�˜�• �’�œ �•�Ž�œ�’�•�—�Ž�• �œ�ž�Œ�‘ �•�‘�Š�• �’�• �•�’�–�’�•�œ �•�‘�Ž �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�—�œ �Š�—
�Š�4�Š�Œ�”�Ž�› �Œ�Š�— �Œ�˜�—�•�ž�Œ�• � �’�•�‘ �Š �•�’�Ÿ�Ž�— �”�Ž�¢�ï

���œ �˜�™�™�˜�œ�Ž�• �•�˜ �™�›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�• �Œ�›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�’�Œ �Š�4�Š�Œ�”�œ�ð �™�›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�• �œ�’�•�Ž �Œ�‘�Š�—�—�Ž�•
�Š�4�Š�Œ�”�œ �’�œ �—�Ž�Ÿ�Ž�› �Ž�¡�™�Ž�Œ�•�Ž�• �•�˜ �‹�Ž �Š�‹�œ�˜�•�ž�•�Ž�ñ �Š �•�Ž�•�Ž�›�–�’�—�Ž�• �Š�4�Š�Œ�”�Ž�› � �’�•�‘ �Š �–�Š�œ�œ�’�Ÿ�Ž �Š�–�˜�ž�—�• �˜�• �›�Ž�,
�œ�˜�ž�›�Œ�Ž�œ � �’�•�• �œ�˜�˜�—�Ž�› �˜�› �•�Š�•�Ž�› �‹�Ž �Š�‹�•�Ž �•�˜ �‹�›�Ž�Š�” �Š�— �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�ï ���‘�Ž �Ž�—�•�’�—�Ž�Ž�›�’�—�• �Œ�‘�Š�•�•�Ž�—�•�Ž
�’�œ �•�˜ �™�ž�• �’�— �Ž�—�˜�ž�•�‘ �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�œ �œ�ž�Œ�‘ �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �Š�4�Š�Œ�” �‹�Ž�Œ�˜�–�Ž�œ �•�˜�˜ �Ž�¡�™�Ž�—�œ�’�Ÿ�Ž �•�˜ �‹�Ž �’�—�•�Ž�›�,
�Ž�œ�•�’�—�•�ï ���›�˜�•�ž�Œ�•�œ �•�‘�Š�• �˜���Ž�› �Š �‘�’�•�‘ �•�Ž�Ÿ�Ž�• �˜�• �œ�Ž�Œ�ž�›�’�•�¢ �•�¢�™�’�Œ�Š�•�•�¢ �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�• �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�œ �˜�—
�–�ž�•�•�’�™�•�Ž �•�Ž�Ÿ�Ž�•�œ�ï

���‘�Ž �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�œ �Š�• �•�›�Š�—�œ�’�œ�•�˜�› �•�Ž�Ÿ�Ž�• �Š�›�Ž �’�—�•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�• �˜�• �•�‘�Ž �Š�•�•�˜�›�’�•�‘�– �•�˜ �‹�Ž �’�–�™�•�Ž�,
�–�Ž�—�•�Ž�•�ï ���¡�Š�–�™�•�Ž�œ �Š�›�Ž � �Š�Ÿ�Ž �•�¢�—�Š�–�’�Œ �•�’���Ž�›�Ž�—�•�’�Š�• �•�˜�•�’�Œ �û���������ü �ý�Y�X�þ �˜�› ���Ž�Œ���’�‹ �ý�X�V�þ�ï ���‘�Ž�œ�Ž
�•�¢�™�Ž�œ �˜�• �•�˜�•�’�Œ �Š�›�Ž �Ž�Ÿ�˜�•�ž�•�’�˜�—�œ �˜�• �•�‘�Ž �•�ž�Š�• �›�Š�’�• �•�˜�•�’�Œ�ð � �‘�Ž�›�Ž �Š �‹�’�• �’�œ �Œ�˜�•�Ž�• �ž�œ�’�—�• �•� �˜ �•�’�—�Ž�œ �’�—
�œ�ž�Œ�‘ �Š � �Š�¢ �•�‘�Š�• �Š�•�• �•�‘�Ž �•�˜�•�’�Œ �•�Š�•�Ž�œ �Œ�˜�—�œ�ž�–�Ž �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �Š�–�˜�ž�—�• �˜�• �Ž�—�Ž�›�•�¢ �’�—�•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�•�•�¢ �˜�• �•�‘�Ž
�Ÿ�Š�•�ž�Ž�œ�ï ���‘�Ž�¢ �’�–�™�•�¢ �•�Ž�•�’�Œ�Š�•�Ž�• �‘�Š�›�•� �Š�›�Ž �•�˜�› �Œ�›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�¢ � �‘�’�Œ�‘ �•�Š�”�Ž�œ �–�˜�›�Ž �Š�›�Ž�Š�ð �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�œ
�•�Ž�•�’�Œ�Š�•�Ž�• �’�—�•�ž�œ�•�›�’�Š�•�’�£�Š�•�’�˜�— �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�Ž�œ �Š�—�• �’�œ �’�— �•�Ž�—�Ž�›�Š�• �–�˜�›�Ž �Ž�¡�™�Ž�—�œ�’�Ÿ�Ž�ï ���˜�›�Ž�˜�Ÿ�Ž�›�ð � �‘�’�•�Ž
�•�‘�Ž�œ�Ž �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�œ �–�Š�¢ �œ�’�•�—�’���Œ�Š�—�•�•�¢ �›�Ž�•�ž�Œ�Ž �•�‘�Ž �’�—�•�˜�›�–�Š�•�’�˜�— �•�Ž�Š�”�Š�•�Ž�ð �•�‘�Ž�›�Ž �Š�•� �Š�¢�œ �›�Ž�,
�–�Š�’�—�œ �œ�˜�–�Ž �•�Ž�Š�”�Š�•�Ž�ï

���‘�Ž �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�œ �Š�• �™�•�Š�•�•�˜�›�– �•�Ž�Ÿ�Ž�• �Š�›�Ž �Š�•�œ�˜ �’�—�•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�• �˜�• �•�‘�Ž �Š�•�•�˜�›�’�•�‘�– �•�˜ �‹�Ž �’�–�,
�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Ž�•�ï ���¢ �›�Š�—�•�˜�–�’�£�’�—�• �•�‘�Ž �Ž�¡�Ž�Œ�ž�•�’�˜�— �•�’�–�’�—�•�ð �Š�•�’�•�—�–�Ž�—�• �˜�• �™�˜� �Ž�› �•�›�Š�Œ�Ž�œ �’�œ �–�Š�•�Ž �–�˜�›�Ž
�•�’���Œ�ž�•�•�ï ���‘�Ž �Š�•�•�’�•�’�˜�— �˜�• �—�˜�’�œ�Ž �•�˜ �•�‘�Ž �™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�— �’�—�Œ�›�Ž�Š�œ�Ž�œ �•�‘�Ž �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�• �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�•
�•�›�Š�Œ�Ž�œ�ï ���‘�Ž �•�’�–�’�—�• �›�Š�—�•�˜�–�’�£�Š�•�’�˜�— �’�œ �™�Š�›�•�’�Œ�ž�•�Š�›�•�¢ �Ž���Œ�’�Ž�—�• �Š�•�Š�’�—�œ�• �‘�’�•�‘�Ž�›�,�˜�›�•�Ž�› ������ �Š�œ �•�‘�Ž�›�Ž
�•�‘�Ž �œ�’�•�—�Š�•�œ �–�ž�œ�• �‹�Ž �Š�•�’�•�—�Ž�• �’�— �–�ž�•�•�’�™�•�Ž �™�•�Š�Œ�Ž�œ �Š�—�• �Š�—�¢ �–�’�œ�Š�•�’�•�—�–�Ž�—�• �œ�Ž�Ÿ�Ž�›�Ž�•�¢ �•�’�–�’�•�œ �•�‘�Ž �Ž�•�,
�•�Ž�Œ�•�’�Ÿ�Ž�—�Ž�œ�œ �˜�• �Š�4�Š�Œ�”�ï ���‘�Ž �Š�•�•�’�•�’�˜�— �˜�• �—�˜�’�œ�Ž �’�œ �Š�•�œ�˜ �Ÿ�Ž�›�¢ �Ž���Œ�’�Ž�—�• �Š�•�Š�’�—�œ�• �Š�4�Š�Œ�”�œ �•�‘�Š�• �•�˜�˜�” �•�˜�›
�•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�Œ�’�Ž�œ �’�— �‘�’�•�‘�Ž�› �–�˜�–�Ž�—�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �•�’�œ�•�›�’�‹�ž�•�’�˜�—�œ�ð �œ�ž�Œ�‘ �Š�œ ������ �û�œ�Ž�Ž ���Ž�Œ�•�’�˜�—�[�ï�[�ü�ï

���‘�Ž �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�œ �Š�• �™�›�˜�•�›�Š�– �•�Ž�Ÿ�Ž�• �Š�›�Ž �™�Š�›�•�’�Š�•�•�¢ �•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�• �˜�— �•�‘�Ž �Š�•�•�˜�›�’�•�‘�– �•�˜ �‹�Ž
�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Ž�•�ï ���—�œ�Ž�›�•�’�˜�— �˜�• �•�ž�–�–�¢ �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ �’�œ �™�˜�œ�œ�’�‹�•�Ž �’�— �Š�—�¢ �Š�•�•�˜�›�’�•�‘�– � �‘�’�•�Ž �Œ�‘�Š�—�•�’�—�•
�•�‘�Ž �˜�›�•�Ž�› �˜�• �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �–�Š�¢ �‹�Ž �Ž�Š�œ�’�Ž�› �•�˜�› �œ�˜�–�Ž �Š�•�•�˜�›�’�•�‘�–�œ �•�‘�Š�— �•�˜�› �˜�•�‘�Ž�›�œ�ï

���‘�Ž �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�œ �Š�• �™�›�˜�•�˜�Œ�˜�• �•�Ž�Ÿ�Ž�• �Š�›�Ž �Š�•�œ�˜ �’�—�•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�• �˜�• �•�‘�Ž �Š�•�•�˜�›�’�•�‘�–�ï �
�˜� �Ž�Ÿ�Ž�›�ð
� �‘�Š�• �Œ�Š�— �‹�Ž �•�˜�—�Ž �Š�• �•�‘�’�œ �•�Ž�Ÿ�Ž�• �•�Ž�™�Ž�—�•�œ �˜�— �•�‘�Ž �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�–�Ž�—�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �Š�™�™�•�’�Œ�Š�•�’�˜�— �Š�—�• �’�— �–�Š�—�¢
�Œ�Š�œ�Ž�œ �•�‘�Ž �™�˜�œ�œ�’�‹�’�•�’�•�’�Ž�œ �Š�›�Ž �•�’�–�’�•�Ž�•�ï

���’�—�Š�•�•�¢�ð �•�‘�Ž �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�œ �Š�• �Š�•�•�˜�›�’�•�‘�–�’�Œ �•�Ž�Ÿ�Ž�• �•�Ž�™�Ž�—�• �˜�— �•�‘�Ž �‹�Š�œ�’�Œ �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �ž�œ�Ž�•
�’�— �•�‘�Ž �Š�•�•�˜�›�’�•�‘�–�ï ���‘�’�œ �’�œ �•�‘�Ž �•�¢�™�Ž �˜�• �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�œ � �‘�Ž�›�Ž �•�‘�Ž �Œ�‘�˜�’�Œ�Ž �˜�• �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �’�— �•�‘�Ž
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�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �[�ï ���›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�• �œ�’�•�Ž�,�Œ�‘�Š�—�—�Ž�• �Š�4�Š�Œ�”�œ

�Œ�›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�’�Œ �™�›�’�–�’�•�’�Ÿ�Ž �’�œ �›�Ž�•�Ž�Ÿ�Š�—�•�ï ���—�Ž �˜�• �•�‘�Ž �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�œ �˜�• �•�‘�’�œ �•�¢�™�Ž �’�œ �•�‘�Š�• �˜�• �œ�Ž�Œ�›�Ž�•
�œ�‘�Š�›�’�—�• �û�˜�› �–�Š�œ�”�’�—�•�ü �Š�—�•�
�R�P�P�N�X�’�œ �™�Š�›�•�’�Œ�ž�•�Š�›�•�¢ � �Ž�•�• �œ�ž�’�•�Ž�• �•�˜�› �’�•�ï

�[�ï�X�ï�X ���Ž�Œ�›�Ž�• �œ�‘�Š�›�’�—�•

���Š�œ�”�’�—�• �’�œ �Š �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž �•�‘�Š�• �˜���Ž�›�œ �™�›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�• ������ �Š�• �•�‘�Ž �Š�•�•�˜�›�’�•�‘�–�’�Œ �•�Ž�Ÿ�Ž�•�ï ���•
�Œ�˜�—�œ�’�œ�•�œ �˜�• �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�’�—�• �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�Ž�• �‹�¢ �Š �Œ�›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�’�Œ �™�›�’�–�’�•�’�Ÿ�Ž �‹�¢ �•� �˜ �˜�› �–�˜�›�Ž
�œ�‘�Š�›�Ž�œ �û�Š�œ �’�— �œ�Ž�Œ�›�Ž�• �œ�‘�Š�›�’�—�•�ü � �‘�Ž�›�Ž �•�‘�Ž �û�ž�œ�ž�Š�•�•�¢ �‹�’�•� �’�œ�Ž�ü �œ�ž�– �˜�• �•�‘�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �’�œ �Ž�š�ž�Š�• �•�˜ �•�‘�Ž
�—�Š�•�’�Ÿ�Ž�Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�ï ���ž�‹�œ�Ž�š�ž�Ž�—�•�•�¢ �•�‘�Ž �™�›�˜�•�›�Š�– �˜�› �Œ�’�›�Œ�ž�’�• �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�œ �•�‘�Ž �Œ�›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�’�Œ �™�›�’�–�’�•�’�Ÿ�Ž
�ž�œ�’�—�• �•�‘�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �’�— �œ�ž�Œ�‘ �Š � �Š�¢ �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�Ž�• �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ �Š�›�Ž �’�—�•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�• �•�›�˜�– �•�‘�Ž �—�Š�•�’�Ÿ�Ž
�Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ�ï ���‘�Ž�•�‘�Ž�› �•�‘�’�œ �’�œ �™�˜�œ�œ�’�‹�•�Ž �•�Ž�™�Ž�—�•�œ �˜�— �•�‘�Ž �•�Ž�•�Š�’�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �Œ�›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�’�Œ �™�›�’�–�’�•�’�Ÿ�Ž �Š�—�•
�•�‘�Ž �•�¢�™�Ž �˜�• �–�Š�œ�”�’�—�•�ï ���— �Š�—�¢ �Œ�Š�œ�Ž�ð �•�˜ �Š�Œ�‘�’�Ž�Ÿ�Ž �’�—�•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�Œ�Ž �•�˜�› �Š �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�ð �Š�•�• �‹�ž�• �˜�—�Ž
�˜�• �’�•�œ �œ�‘�Š�›�Ž�œ �–�ž�œ�• �‹�Ž �•�Ž�—�Ž�›�Š�•�Ž�• �û�™�œ�Ž�ž�•�˜�,�ü�›�Š�—�•�˜�–�•�¢ �•�˜�› �Ž�Š�Œ�‘ �Ž�¡�Ž�Œ�ž�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �Œ�›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�’�Œ
�™�›�’�–�’�•�’�Ÿ�Ž�ï ���•�Ž�Š�›�•�¢�ð �•�‘�Ž �•�Ž�—�Ž�›�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ�ð �•�‘�Ž �–�Š�œ�”�’�—�• �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• � �˜�›�•�œ
�Š�—�• �ž�—�–�Š�œ�”�’�—�• �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�— �˜�• �˜�ž�•�™�ž�•�ð �ž�œ�ž�Š�•�•�¢ �Œ�˜�—�œ�’�•�Ž�›�Ž�• �˜�ž�• �˜�• �œ�Œ�˜�™�Ž �˜�• ������ �Š�4�Š�Œ�”�œ�ð �–�ž�œ�•
�Š�•�œ�˜ �‹�Ž �Œ�Š�›�Ž�•�ž�•�•�¢ �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Ž�• �•�˜ �•�’�–�’�• �’�—�•�˜�›�–�Š�•�’�˜�— �•�Ž�Š�”�Š�•�Ž�ï ���˜�› �–�Š�œ�”�’�—�• �•�˜ �‹�Ž �Ž���Ž�Œ�•�’�Ÿ�Ž�ð �•�‘�Ž
�Š�•�Ÿ�Ž�›�œ�Š�›�¢ �œ�‘�Š�•�• �‘�Š�Ÿ�Ž �Š�œ �•�’�4�•�Ž �’�—�•�˜�›�–�Š�•�’�˜�— �Š�œ �™�˜�œ�œ�’�‹�•�Ž �˜�— �•�‘�Ž �Ÿ�Š�•�ž�Ž �˜�• �•�‘�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ�ï

���Š�”�’�—�• �•� �˜ �œ�‘�Š�›�Ž�œ �˜���Ž�›�œ �™�›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�• ���›�œ�•�,�˜�›�•�Ž�› ������ �ž�—�•�Ž�› �•�‘�Ž �Œ�˜�—�•�’�•�’�˜�— �•�‘�Š�• �Š�•�•
�™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�Ž�• �‹�’�•�œ �Š�—�• �•�‘�Ž�’�› �“�˜�’�—�• �‹�Ž�‘�Š�Ÿ�’�˜�› �Š�• �Š�—�¢ �•�’�–�Ž �Š�›�Ž �’�—�•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�• �•�›�˜�– �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ�ï
���›�˜�Ÿ�’�•�’�—�• �™�›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�•m�,�•�‘ �˜�›�•�Ž�› ������ �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�œ �Š�• �•�Ž�Š�œ�•m + 1 �œ�‘�Š�›�Ž�œ�ï

���˜�–�™�ž�•�’�—�• �Š �•�’�—�Ž�Š�› �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—λ �˜�— �•�‘�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �˜�• �Š �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž �’�œ �œ�•�›�Š�’�•�‘�•�•�˜�›� �Š�›�•�ï ���• � �Ž �›�Ž�™�,
�›�Ž�œ�Ž�—�• �Š �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Žx �‹�¢ �’�•�œ �œ�‘�Š�›�Ž�œxi � �’�•�‘ x = ∑i xi � �Ž �Œ�Š�— �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž �•�‘�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œyi �˜�•
y = λ(x) �‹�¢ �œ�’�–�™�•�¢ �Š�™�™�•�¢�’�—�•λ �˜�— �•�‘�Ž �’�—�•�’�Ÿ�’�•�ž�Š�• �œ�‘�Š�›�Ž�œ�ñyi = λ(xi)�ï �� �•�ž�—�Œ�•�’�˜�— �•�‘�Š�• �Œ�˜�—�œ�’�œ�•�œ
�˜�• �•�‘�Ž �Š�•�•�’�•�’�˜�— �˜�• �Š �Œ�˜�—�œ�•�Š�—�• �Œ�Š�— �‹�Ž �™�Ž�›�•�˜�›�–�Ž�• �‹�¢ �Š�•�•�’�—�• �’�• �•�˜ �Š �œ�’�—�•�•�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�ï ���œ �Š�•�• �œ�Ž�™�Š�›�Š�•�Ž
�˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �Š�›�Ž �™�Ž�›�•�˜�›�–�Ž�• �˜�— �œ�‘�Š�›�Ž�œ �•�‘�Š�• �Š�›�Ž �’�—�•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�• �˜�• �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ�ð �•�‘�’�œ �™�›�˜�Ÿ�’�•�Ž�œ
�™�›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�• ���›�œ�•�,�˜�›�•�Ž�› �������ï

���˜�–�™�ž�•�’�—�• �Š �—�˜�—�•�’�—�Ž�Š�› �•�ž�—�Œ�•�’�˜�— �˜�— �•�‘�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �Š�œ�œ�ž�›�’�—�• �Š�•�• �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�Ž�• �Š�›�Ž �’�—�•�Ž�,
�™�Ž�—�•�Ž�—�• �˜�• �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ �•�Ž�™�Ž�—�•�œ �˜�— �•�‘�Ž �—�˜�—�•�’�—�Ž�Š�› �•�ž�—�Œ�•�’�˜�— �Š�• �‘�Š�—�•�ï ���‘�’�œ �’�œ �’�— �•�Ž�—�Ž�›�Š�• �Š
�—�˜�—�,�•�›�’�Ÿ�’�Š�• �™�›�˜�‹�•�Ž�–�ï ���Ž �›�Ž�•�Ž�› �•�˜ �ý�X�þ �•�˜�› �œ�˜�–�Ž �Ž�¡�Š�–�™�•�Ž�œ�ï ���— �•�‘�’�œ �Œ�‘�Š�™�•�Ž�› � �Ž �•�’�–�’�• �˜�ž�›�œ�Ž�•�Ÿ�Ž�œ �•�˜
�•�‘�Ž �—�˜�—�•�’�—�Ž�Š�› �œ�•�Ž�™ �–�Š�™�™�’�—�•χ �’�— �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �•�ž�—�Œ�•�’�˜�— �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �ñ

xi ← xi + (xi+1 + 1)xi+2 . �û�[�ï�W�ü

�[�ï�Y ���˜��� �Š�›�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �ž�œ�’�—�• �•� �˜�,�œ�‘�Š�›�Ž �–�Š�œ�”�’�—�•

���˜�› �œ�˜��� �Š�›�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�œ�ð � �Ž �‘�Š�Ÿ�Ž �œ�•�ž�•�’�Ž�• �•�‘�Ž �Š�™�™�•�’�Œ�Š�•�’�˜�— �˜�• �–�Š�œ�”�’�—�• � �’�•�‘ �•� �˜ �œ�‘�Š�›�Ž�œ�ð
�•�Ž�—�˜�•�Ž�• �‹�¢a �Š�—�•b�ï ���‘�Ž �œ�•�Ž�™ �–�Š�™�™�’�—�•χ �’�œ �Ÿ�Ž�›�¢ �œ�’�–�’�•�Š�› �•�˜ �—�˜�—�•�’�—�Ž�Š�› �œ�•�Ž�™ �–�Š�™�™�’�—�•γ �’�—
���N�`�R�
�V�[�T�ð �•�‘�Ž �Œ�’�™�‘�Ž�› �•�‘�Š�• �’�œ �•�‘�Ž �œ�ž�‹�“�Ž�Œ�• �˜�• �ý�W�]�þ �Š�—�• �‘�Ž�—�Œ�Ž �•�‘�Ž �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž�œ �œ�‘�˜� �— �•�‘�Ž�›�Ž �Œ�Š�— �‹�Ž
�›�Ž�Š�•�’�•�¢ �Š�™�™�•�’�Ž�•�ï ���Ž �–�ž�œ�• �—�˜�  �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž �•�‘�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �˜�•x �Š�• �•�‘�Ž �•�Ž���‘�Š�—�• �œ�’�•�Ž �˜�• ���š�ž�Š�•�’�˜�— �û�[�ï�W�ü
�’�— �œ�ž�Œ�‘ �Š � �Š�¢ �•�‘�Š�• �Š�•�• �’�—�•�Ž�›�–�Ž�•�’�Š�•�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ �Š�›�Ž �’�—�•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�• �˜�• �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ�ï ���‘�’�œ �Œ�Š�—
�‹�Ž �›�Ž�Š�•�’�£�Ž�• �‹�¢ �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�’�—�• �•�˜�•�•�˜� �’�—�• �Ž�š�ž�Š�•�’�˜�—�œ�ñ

ai ← ai + (ai+1 + 1)ai+2 + ai+1bi+2
bi ← bi + (bi+1 + 1)bi+2 + bi+1ai+2 .

�û�[�ï�X�ü

���˜ �Š�Œ�‘�’�Ž�Ÿ�Ž �’�—�•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�Œ�Ž �•�›�˜�– �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ�ð �•�‘�Ž �˜�›�•�Ž�› �’�— � �‘�’�Œ�‘ �•�‘�Ž �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �Š�›�Ž �Ž�¡�Ž�,
�Œ�ž�•�Ž�• �’�œ �’�–�™�˜�›�•�Š�—�•�ï ���• �•�‘�Ž �Ž�¡�™�›�Ž�œ�œ�’�˜�—�œ �Š�›�Ž �Ž�Ÿ�Š�•�ž�Š�•�Ž�• �•�Ž�� �•�˜ �›�’�•�‘�•�ð �’�• �Œ�Š�— �‹�Ž �œ�‘�˜� �— �•�‘�Š�• �Š�•�• �’�—�,
�•�Ž�›�–�Ž�•�’�Š�•�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ �Š�›�Ž �’�—�•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�• �•�›�˜�– �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ�ï ���‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�—�œ �˜�• �Š�•�• �•�Ž�›�–�œ
�Ž�¡�Œ�Ž�™�• �•�‘�Ž �›�’�•�‘�•�–�˜�œ�• �˜�—�Ž �’�—�Ÿ�˜�•�Ÿ�Ž �˜�—�•�¢ �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ �˜�• �Š �œ�’�—�•�•�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�ð �‘�Ž�—�Œ�Ž �‘�Ž�›�Ž �’�—�•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�Œ�Ž
�•�›�˜�–x �’�œ �Š�ž�•�˜�–�Š�•�’�Œ�ï ���˜�› �•�‘�Ž �Š�•�•�’�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �–�’�¡�Ž�• �•�Ž�›�– �•�˜ �•�‘�Ž �’�—�•�Ž�›�–�Ž�•�’�Š�•�Ž �›�Ž�œ�ž�•�• �˜�• �•�‘�Ž

�Z�V �&�[�W



�[�ï ���›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�• �œ�’�•�Ž�,�Œ�‘�Š�—�—�Ž�• �Š�4�Š�Œ�”�œ�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž� 

�Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�—�ð �•�‘�Ž �™�›�Ž�œ�Ž�—�Œ�Ž �˜�•a[i] �û�˜�›b[i]�ü �Š�œ �Š �•�’�—�Ž�Š�› �•�Ž�›�– �’�— �•�‘�Ž �’�—�•�Ž�›�–�Ž�•�’�Š�•�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž �›�Ž�œ�ž�•�•�œ
�’�— �’�—�•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�Œ�Ž�ï

���• �•�‘�Ž �Š�•�•�˜�›�’�•�‘�– �•�Ž�Ÿ�Ž�•�ð �•�‘�Ž �Ž���Ž�Œ�• �˜�• �•�‘�Ž �’�—�•�›�˜�•�ž�Œ�•�’�˜�— �˜�• �•� �˜ �œ�‘�Š�›�Ž�œ �’�— �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�—
�˜�• �•�‘�Ž�
�R�P�P�N�X�,f �›�˜�ž�—�• �•�ž�—�Œ�•�’�˜�— �’�œ �›�Š�•�‘�Ž�› �œ�’�–�™�•�Ž�ï ���‘�Ž �•�’�—�Ž�Š�› �™�Š�›�•λ �Œ�Š�— �‹�Ž �Ž�¡�Ž�Œ�ž�•�Ž�• �˜�— �•�‘�Ž
�•� �˜ �œ�‘�Š�›�Ž�œ �œ�Ž�™�Š�›�Š�•�Ž�•�¢�ð �›�˜�ž�•�‘�•�¢ �•�˜�ž�‹�•�’�—�• �•�‘�Ž � �˜�›�”�•�˜�Š�•�ï ���— �•�‘�Ž �—�˜�—�•�’�—�Ž�Š�› �œ�•�Ž�™ �–�Š�™�™�’�—�•χ �•�‘�Ž
�Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �Š �œ�•�Š�•�Ž � �˜�›�• �Š�Œ�Œ�˜�›�•�’�—�• �•�˜ ���š�ž�Š�•�’�˜�— �û�[�ï�W�ü�ð �•�Š�”�’�—�• �Š �������ð ������ �Š�—�• ������ �’�—�,
�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�ð �’�œ �›�Ž�™�•�Š�Œ�Ž�• �‹�¢ �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �Š�Œ�Œ�˜�›�•�’�—�• �•�˜ ���š�ž�Š�•�’�˜�—�œ �û�[�ï�X�ü�ð �•�Š�”�’�—�• �’�—
�•�˜�•�Š�• �Z �������ð �Z ������ �Š�—�• �X ������ �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ�ï ���‘�Ž �Š�•�•�’�•�’�˜�— �˜�• �›�˜�ž�—�• �Œ�˜�—�œ�•�Š�—�•�œι �Š�—�• �Š�•�•�’�•�’�˜�—
�˜�• �’�—�™�ž�• �‹�•�˜�Œ�”�œ �Œ�Š�— �‹�Ž �™�Ž�›�•�˜�›�–�Ž�• �˜�— �˜�—�Ž �œ�‘�Š�›�Ž �˜�—�•�¢�ï

���œ �•�‘�Ž �˜�›�•�Ž�› �˜�• �Ž�¡�Ž�Œ�ž�•�’�˜�— �’�œ �’�–�™�˜�›�•�Š�—�•�ð �’�• �’�œ �—�˜�• �œ�ž���Œ�’�Ž�—�• �•�˜ � �›�’�•�Ž �Š �™�›�˜�•�›�Š�– �’�— �� �˜�›
�œ�˜�–�Ž �˜�•�‘�Ž�› �‘�’�•�‘�,�•�Ž�Ÿ�Ž�• �•�Š�—�•�ž�Š�•�Ž �Š�—�• �Œ�˜�–�™�’�•�Ž �’�•�ï ���‘�Ž �Œ�˜�–�™�’�•�Ž�› �–�Š�¢ �˜�™�•�’�–�’�£�Ž �Š� �Š�¢ �•�‘�Ž �•�Ž�œ�’�›�Ž�•
�˜�›�•�Ž�›�ï ���— �˜�™�•�’�˜�— �’�œ �•�˜ �Œ�˜�–�™�’�•�Ž �Š�—�• �’�—�œ�™�Ž�Œ�• �•�‘�Ž �–�Š�Œ�‘�’�—�Ž �Œ�˜�•�Ž �Š���Ž�›� �Š�›�•�œ�ð �‹�ž�• �•�‘�Ž �–�Ž�•�‘�˜�• �•�‘�Š�•
�™�›�˜�Ÿ�’�•�Ž�œ �•�‘�Ž �‘�’�•�‘�Ž�œ�• �•�Ž�Ÿ�Ž�• �˜�• �Š�œ�œ�ž�›�Š�—�Œ�Ž �’�œ �•�˜ �™�›�˜�•�›�Š�– �’�— �Š�œ�œ�Ž�–�‹�•�¢ �•�Š�—�•�ž�Š�•�Ž�ï ���• �’�œ �‘�˜� �Ž�Ÿ�Ž�›
�—�˜�• �œ�ž���Œ�’�Ž�—�• �•�˜ �Œ�‘�Ž�Œ�” �˜�—�•�¢ �•�‘�Ž �œ�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�’�—�• �˜�• �’�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�—�œ�ï ���— �•�Ž�—�Ž�›�Š�•�ð �•�‘�Ž �˜�™�Ž�›�Š�•�’�˜�—�œ �˜�— �•� �˜
�œ�‘�Š�›�Ž�œ �˜�• �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž �Š�›�Ž �™�›�Ž�•�Ž�›�Š�‹�•�¢ �Ž�¡�Ž�Œ�ž�•�Ž�• �’�— �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ�™�‘�¢�œ�’�Œ�Š�•�•�¢ �’�œ�˜�•�Š�•�Ž�•�•�›�˜�– �Ž�Š�Œ�‘
�˜�•�‘�Ž�›�ï ���˜�›�Ž �™�Š�›�•�’�Œ�ž�•�Š�›�•�¢�ð �•�‘�Ž �™�›�˜�•�›�Š�– �œ�‘�Š�•�• �‹�Ž �œ�ž�Œ�‘ �•�‘�Š�• �Š�• �Š�—�¢ �•�’�Ÿ�Ž�— �–�˜�–�Ž�—�• �•�‘�Ž�›�Ž �’�œ �—�˜
�›�Ž�•�’�œ�•�Ž�› �û�˜�› �‹�ž�œ�ü �Œ�˜�—�•�Ž�—�• �˜�› �•�›�Š�—�œ�’�•�’�˜�— �•�‘�Š�• �’�œ �Œ�˜�›�›�Ž�•�Š�•�Ž�• �•�˜ �Š �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�ï ���˜�› �Ž�¡�Š�–�™�•�Ž�ð
�’�• �•�‘�Ž �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �œ�‘�Š�›�Ž�œ �’�œ �•� �˜ �Š�—�• �Š �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�› �Œ�˜�—�•�Š�’�—�’�—�•x0 �’�œ �•�˜�Š�•�Ž�• � �’�•�‘x1�ð �•�‘�Ž �™�˜� �Ž�›
�Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�— �Œ�Š�— �•�Ž�™�Ž�—�• �˜�— �•�‘�Ž �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �‹�’�•�œ �œ� �’�•�Œ�‘�Ž�• �û�Ž�ï�•�ï�ð �˜�— �•�‘�Ž �
�Š�–�–�’�—�• � �Ž�’�•�‘�• �˜�•
x0 ⊕ x1�ü �Š�—�• �’�• �’�œ �•�’�”�Ž�•�¢ �•�˜ �•�Ž�Š�” �’�—�•�˜�›�–�Š�•�’�˜�— �˜�—x�ï ���‘�’�œ �Œ�Š�— �‹�Ž �œ�˜�•�Ÿ�Ž�• �‹�¢ �œ�Ž�4�’�—�• �•�‘�Ž �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�› �•�˜
�£�Ž�›�˜ �’�— �‹�Ž�•� �Ž�Ž�—�ï ���—�˜�•�‘�Ž�› �Ž�¡�Š�–�™�•�Ž �’�œ �•�‘�Ž �œ�’�–�ž�•�•�Š�—�Ž�˜�ž�œ �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• �˜�• �•� �˜ �œ�‘�Š�›�Ž�œ �˜�• �Š �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž
�’�— �•�’���Ž�›�Ž�—�• �™�Š�›�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �������ï ���œ �•�‘�Ž �™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�— �Š�• �Š�—�¢ �•�’�Ÿ�Ž�— �–�˜�–�Ž�—�• �•�Ž�™�Ž�—�•�œ �˜�—
�Š�•�• �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• �•�˜�’�—�• �˜�—�ð �’�• �•�Ž�™�Ž�—�•�œ �˜�— �‹�˜�•�‘ �œ�‘�Š�›�Ž�œ �Š�—�• �Š�—�• �‘�Ž�—�Œ�Ž �•�‘�Ž�›�Ž �–�Š�¢ �‹�Ž �Š �•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�Œ�Ž
�˜�— �•�‘�Ž �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�ï ���•�Ž�Š�›�•�¢�ð �Œ�Š�›�Ž �–�ž�œ�• �‹�Ž �•�Š�”�Ž�— � �‘�Ž�— �Š�4�Ž�–�™�•�’�—�• �•�˜ �‹�ž�’�•�• �œ�’�•�Ž�,�Œ�‘�Š�—�—�Ž�•
�›�Ž�œ�’�œ�•�Š�—�• �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�œ�ï ���˜ �’�• �œ�ž���Œ�’�Ž�—�• �Œ�Š�›�Ž �’�œ �•�Š�”�Ž�—�ð �•�‘�’�œ �™�›�˜�Ÿ�’�•�Ž �™�›�˜�Ÿ�Š�‹�•�Ž �›�Ž�œ�’�œ�•�Š�—�Œ�Ž
�Š�•�Š�’�—�œ�• ���›�œ�•�,�˜�›�•�Ž�› �������ï �
�’�•�‘�Ž�›�,�˜�›�•�Ž�› ������ �’�œ �’�— �™�›�’�—�Œ�’�™�•�Ž �œ�•�’�•�• �™�˜�œ�œ�’�‹�•�Ž �‹�ž�• �Š�œ �Ž�¡�™�•�Š�’�—�Ž�• �’�—
�ý�W�]�ð ���™�™�Ž�—�•�’�¡ ���þ �Ÿ�Ž�›�¢ �œ�Ž�—�œ�’�•�’�Ÿ�Ž �•�˜ �—�˜�’�œ�Ž �Š�—�• �Œ�•�˜�Œ�” �“�’�4�Ž�›�ï ���— �œ�–�Š�›�• �Œ�Š�›�•�œ�ð �•�‘�Ž �Š�•�•�’�•�’�˜�— �˜�•
�—�˜�’�œ�Ž�ð �•�ž�–�–�¢ �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ �Š�—�• �Œ�•�˜�Œ�” �“�’�4�Ž�› �Š�›�Ž �•�¢�™�’�Œ�Š�•�•�¢ �œ�ž�™�™�˜�›�•�Ž�• �‹�¢ �•�‘�Ž �™�•�Š�•�•�˜�›�–�ï

�[�ï�Z �
�Š�›�•� �Š�›�Ž �ž�œ�’�—�• �•�‘�›�Ž�Ž�,�œ�‘�Š�›�Ž �–�Š�œ�”�’�—�•

���• ���›�œ�• �œ�’�•�‘�•�ð �–�Š�œ�”�’�—�• � �’�•�‘ �•� �˜ �œ�‘�Š�›�Ž�œ �–�Š�¢ �˜���Ž�› �™�›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�• ���›�œ�• �˜�›�•�Ž�› �������ï �
�˜� �,
�Ž�Ÿ�Ž�›�ð �’�— �•�Ž�•�’�Œ�Š�•�Ž�• �‘�Š�›�•� �Š�›�Ž �•�‘�Ž �˜�Œ�Œ�ž�›�›�Ž�—�Œ�Ž �˜�•�•�•�’�•�Œ�‘�Ž�œ�ý�X�Z�þ �–�Š�¢ �›�Ž�œ�ž�•�• �’�— �Œ�˜�›�›�Ž�•�Š�•�’�˜�— �‹�Ž�•� �Ž�Ž�—
�•�‘�Ž �™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�— �Š�—�• �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ�ï ���— �Š �Œ�˜�–�‹�’�—�Š�•�˜�›�’�Š�• �Œ�’�›�Œ�ž�’�• �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �’�œ �•�¢�™�,
�’�Œ�Š�•�•�¢ �—�˜�• �–�˜�—�˜�•�˜�—�˜�ž�œ �‹�ž�• �’�—�•�Ž�›�–�Ž�•�’�Š�•�Ž �œ�’�•�—�Š�•�œ �–�Š�¢ �œ� �’�•�Œ�‘ �œ�Ž�Ÿ�Ž�›�Š�• �•�’�–�Ž�œ �™�Ž�› �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž
�›�Ž�œ�ž�•�•�’�—�• �’�— �•�‘�Ž �û�™�˜�œ�œ�’�‹�•�Ž �•�›�Š�—�œ�’�Ž�—�•�ü �Š�™�™�Ž�Š�›�Š�—�Œ�Ž �˜�• �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ�ï �
�Ž�—�Œ�Ž�ð �•�ž�Ž �•�˜ �•�•�’�•�Œ�‘�Ž�œ�ð
�•� �˜�,�œ�‘�Š�›�Ž �–�Š�œ�”�’�—�• �Œ�Š�—�—�˜�• �™�›�˜�Ÿ�’�•�Ž �™�›�˜�Ÿ�Š�‹�•�Ž �™�›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�• ���›�œ�• �˜�›�•�Ž�› �������ï

�� �œ�˜�•�ž�•�’�˜�— �•�˜ �•�‘�’�œ �™�›�˜�‹�•�Ž�– � �Š�œ �™�›�˜�™�˜�œ�Ž�• �’�— �ý�X�[�þ�ï ���Ž �›�Ž�•�Ž�› �•�˜ �ý�X�[�ð�X�\�þ �•�˜�› �Š�— �’�—�,�•�Ž�™�•�‘
�•�›�Ž�Š�•�–�Ž�—�• �Š�—�• �•�’�–�’�• �˜�ž�›�œ�Ž�•�Ÿ�Ž�œ �‘�Ž�›�Ž �•�˜ �•�‘�Ž �Ž�¡�™�•�Š�—�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �‹�Š�œ�’�Œ �Œ�˜�—�Œ�Ž�™�•�ï ���‘�Ž �œ�’�–�™�•�Ž �‹�ž�•
�™�˜� �Ž�›�•�ž�• �’�•�Ž�Š �’�œ �•�˜ �•�Š�”�Ž �Š�œ �–�Š�—�¢ �œ�‘�Š�›�Ž�œ �Š�œ �—�Ž�Ž�•�Ž�• �œ�ž�Œ�‘ �•�‘�Š�• �’�— �Š�—�¢ �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �Š�• �•�Ž�Š�œ�• �˜�—�Ž
�˜�• �•�‘�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �’�œ �—�˜�• �•�Š�”�Ž�— �Š�œ �’�—�™�ž�•�ï ���— �•�‘�’�œ � �Š�¢�ð �Š�•�• �’�—�•�Ž�›�–�Ž�•�’�Š�•�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ �Š�›�Ž �•�ž�Š�›�Š�—�•�Ž�Ž�• �•�˜ �‹�Ž
�’�—�•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�• �•�›�˜�– �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž�œ �•�˜�› �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �›�Ž�Š�œ�˜�— �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �˜�—�Ž�,�•�’�–�Ž �™�Š�• �˜���Ž�›�œ �™�Ž�›�•�Ž�Œ�•
�œ�Ž�Œ�›�Ž�Œ�¢�ï ���˜�› �•�’�—�Ž�Š�› �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�œ �•� �˜ �œ�‘�Š�›�Ž�œ �Š�›�Ž �œ�ž���Œ�’�Ž�—�• �•�˜ �›�Ž�Š�•�’�£�Ž �•�‘�’�œ�ï ���˜�› �—�˜�—�•�’�—�Ž�Š�› �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�œ�ð
�•�‘�Ž �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�• �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �œ�‘�Š�›�Ž�œ �•�Ž�™�Ž�—�•�œ �˜�— �•�‘�Ž �™�Š�›�•�’�Œ�ž�•�Š�› �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�ï

���œ �Œ�Š�— �‹�Ž �›�Ž�Š�• �’�— �ý�X�[�ð�X�\�þ�ð �•�˜�› �–�˜�œ�• �Œ�›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�’�Œ �Š�•�•�˜�›�’�•�‘�–�œ�ð �•�‘�Ž �–�Ž�›�Ž �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �œ�‘�Š�›�Ž�œ
�›�Ž�š�ž�’�›�Ž�• �–�Š�”�Ž�œ �•�‘�Ž �Š�™�™�•�’�Œ�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�’�œ �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž �Ÿ�Ž�›�¢ �Ž�¡�™�Ž�—�œ�’�Ÿ�Ž�ï ���˜�›�•�ž�—�Š�•�Ž�•�¢�ðχ � �’�•�‘ �’�•�œ
�œ�’�–�™�•�Ž �œ�•�›�ž�Œ�•�ž�›�Ž �’�œ � �Ž�•�• �œ�ž�’�•�Ž�• �•�˜�› �Š�™�™�•�¢�’�—�• �•�‘�’�œ �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž �Š�—�• �˜�—�•�¢ �•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �Š�›�Ž �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�•�ï
���‘�’�œ �œ�ž�’�•�Š�‹�’�•�’�•�¢ �’�œ �š�ž�’�•�Ž �ž�—�’�š�ž�Ž �Š�–�˜�—�• �Œ�›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�’�Œ �™�›�’�–�’�•�’�Ÿ�Ž�œ�ï ���• � �Ž �•�Ž�—�˜�•�Ž �•�‘�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �‹�¢

�Z�W �&�[�W



�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �[�ï ���›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�• �œ�’�•�Ž�,�Œ�‘�Š�—�—�Ž�• �Š�4�Š�Œ�”�œ

a�ðb �Š�—�•c�ð �Š �™�˜�œ�œ�’�‹�•�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�•χ �Š�™�™�•�’�Ž�• �•�˜ �•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �’�œ �•�’�Ÿ�Ž�— �‹�¢�ñ

ai ← bi + (bi+1 + 1)bi+2 + bi+1ci+2 + ci+1bi+2
bi ← ci + (ci+1 + 1)ci+2 + ci+1ai+2 + ai+1ci+2
ci ← ai + (ai+1 + 1)ai+2 + ai+1bi+2 + bi+1ai+2 .

�û�[�ï�Y�ü

���•�Ž�Š�›�•�¢�ð �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �Ž�Š�Œ�‘ �œ�‘�Š�›�Ž �•�Š�”�Ž�œ �Š�œ �’�—�™�ž�• �˜�—�•�¢ �Œ�˜�–�™�˜�—�Ž�—�•�œ �˜�• �•�‘�Ž �˜�•�‘�Ž�› �•� �˜ �œ�‘�Š�›�Ž�œ
�Š�—�• �’�• �™�›�˜�Ÿ�’�•�Ž�œ �™�›�˜�Ÿ�Š�‹�•�Ž �œ�Ž�Œ�ž�›�’�•�¢ �Š�•�Š�’�—�œ�• ���›�œ�• �˜�›�•�Ž�› �������ð �Ž�Ÿ�Ž�— �’�— �•�‘�Ž �™�›�Ž�œ�Ž�—�Œ�Ž �˜�• �•�•�’�•�Œ�‘�Ž�œ�ï

���‘�Ž �•�‘�›�Ž�Ž �•�’�—�Ž�œ �˜�• ���š�ž�Š�•�’�˜�— �û�[�ï�Y�ü �Š�›�Ž �Ž�š�ž�’�Ÿ�Š�•�Ž�—�• �Š�—�• �˜�—�•�¢ �•�’���Ž�› �’�— �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �œ�‘�Š�›�Ž�œ �Š�—�•
�˜�ž�•�™�ž�• �œ�‘�Š�›�Ž�ï ���Ž �•�Ž�—�˜�•�Ž �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �—�˜�—�•�’�—�Ž�Š�› �œ�•�Ž�™χ′ �›�Ž�œ�ž�•�•�’�—�• �’�— �Š �œ�‘�Š�›�Ž �•�’�Ÿ�Ž�—
�•�‘�Ž �•� �˜ �˜�•�‘�Ž�› �œ�‘�Š�›�Ž�œ �‹�¢�ð �Ž�ï�•�ï�ða← χ′(b, c)�ï

���— �•�‘�Ž �•�˜�•�•�˜� �’�—�• �œ�ž�‹�œ�Ž�Œ�•�’�˜�—�œ � �Ž �™�›�Ž�œ�Ž�—�• �•� �˜ �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž�œ �•�‘�Š�• �–�Š�”�Ž �ž�œ�Ž �˜�• �•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ�ï
���•�‘�Ž�› �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž�œ �Œ�Š�— �‹�Ž �•�Ž�›�’�Ÿ�Ž�• �‹�Š�œ�Ž�• �˜�— �•�’���Ž�›�Ž�—�• �™�Š�›�•�’�•�’�˜�—�’�—�• �˜�› �œ�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�Ž�œ �˜�• �•�‘�Ž �Œ�˜�–�,
�™�ž�•�Š�•�’�˜�—�Š�• �œ�•�Ž�™�œ �Œ�˜�–�™�˜�œ�’�—�• �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�•�ï ���˜�› �’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž �Š �•�˜�  �Š�›�Ž�Š �Œ�˜�™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�˜�›�ð �Š�œ �•�‘�˜�œ�Ž �™�›�Ž�,
�œ�Ž�—�•�Ž�• �’�— ���Ž�Œ�•�’�˜�—�Z�ï�Z�ð �Œ�Š�— �‹�Ž �™�›�˜�•�Ž�Œ�•�Ž�• �ž�œ�’�—�• �•�‘�Ž �œ�Ž�Œ�›�Ž�• �œ�‘�Š�›�’�—�• �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž�œ�ï

�[�ï�Z�ï�W ���—�Ž�,�Œ�¢�Œ�•�Ž �›�˜�ž�—�• �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž

�� ���›�œ�• �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�œ �˜�—�Ž �›�˜�ž�—�• �’�— �˜�—�Ž �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž �Š�—�• �’�œ �•�Ž�™�’�Œ�•�Ž�• �’�— ���’�•�ž�›�Ž�[�ï�W�ï
���Ž�•�˜�›�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�•�ð �•�‘�Ž �•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œa�ðb �Š�—�•c �Š�›�Ž �•�Ž�—�Ž�›�Š�•�Ž�• �•�›�˜�– �Š �›�Š�—�•�˜�– �œ�˜�ž�›�Œ�Ž�ï ���œ �•�‘�Ž

�’�—�’�•�’�Š�• �œ�•�Š�•�Ž �˜�•�
�R�P�P�N�X�œ�‘�˜�ž�•�• �‹�Ž �œ�Ž�• �Ž�š�ž�Š�• �•�˜ �£�Ž�›�˜ �’�–�™�•�¢�’�—�•a + b + c = 0�ð �•�‘�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œa �Š�—�•b
�Œ�Š�— �‹�Ž �•�Ž�—�Ž�›�Š�•�Ž�• �›�Š�—�•�˜�–�•�¢ �Š�—�•c �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�• �Š�œc = a + b�ï ���‘�Ž �‘�Š�›�•� �Š�›�Ž �•�˜�› �•�Ž�—�Ž�›�Š�•�’�—�• �•�‘�Ž
�•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �’�œ �˜�ž�• �˜�• �•�‘�Ž �œ�Œ�˜�™�Ž �˜�• �˜�ž�› �œ�•�ž�•�¢�ð � �Ž �“�ž�œ�• �Œ�˜�—�œ�’�•�Ž�› �•�‘�Ž�– �Š�œ �’�—�™�ž�• �•�˜ �•�‘�Ž �Œ�˜�›�Ž�ï

���‘�Ž �Œ�˜�–�‹�’�—�Š�•�˜�›�’�Š�• �•�˜�•�’�Œ �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�œ �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �•�ž�—�Œ�•�’�˜�— �Š�—�• �’�—�™�ž�• �•�Š�•�Š �‹�•�˜�Œ�” �Š�‹�œ�˜�›�‹�’�—�•�ï
���• �‘�Š�œ �Š �•�Š�¢�Ž�›�Ž�• �œ�•�›�ž�Œ�•�ž�›�Ž�ï ���— �Š ���›�œ�• �û�•�’�—�Ž�Š�›�ü �•�Š�¢�Ž�›�ð �•�‘�Ž �Š�‹�œ�˜�›�‹�’�—�• �˜�• �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �•�Š�•�Š �‹�•�˜�Œ�”�ðDin�ð
�’�œ �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Ž�• �‹�¢ �Š�•�•�’�—�• �’�• �•�˜ �˜�—�Ž �˜�• �•�‘�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �Š�—�• �•�‘�Ž�—λ �’�œ �Š�™�™�•�’�Ž�• �•�˜ �•�‘�Ž �•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ
�‹�¢ �•�‘�›�Ž�Ž �œ�Ž�™�Š�›�Š�•�Ž �Œ�˜�–�‹�’�—�Š�•�˜�›�’�Š�• �‹�•�˜�Œ�”�œ�ï ���— �Š �œ�Ž�Œ�˜�—�• �•�Š�¢�Ž�›�ð �•�‘�Ž �—�˜�—�•�’�—�Ž�Š�› �œ�•�Ž�™ �–�Š�™�™�’�—�•χ
�’�œ �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�• �˜�— �•�‘�Ž �˜�ž�•�™�ž�• �˜�• �•�‘�Ž ���›�œ�• �•�Š�¢�Ž�› �Š�Œ�Œ�˜�›�•�’�—�• �•�˜ ���š�ž�Š�•�’�˜�—�œ �û�[�ï�Y�ü �‹�¢ �•�‘�›�Ž�Ž �œ�Ž�™�Š�›�Š�•�Ž
�Œ�˜�–�‹�’�—�Š�•�˜�›�’�Š�• �‹�•�˜�Œ�”�œ �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�’�—�•χ′�ï ���Š�Œ�‘ �‹�•�˜�Œ�” �•�Š�”�Ž�œ �Š�œ �’�—�™�ž�• �•� �˜ �œ�‘�Š�›�Ž�œ �Š�—�• �•�Ž�—�Ž�›�Š�•�Ž�œ
�˜�—�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�ï ���‘�Ž �‹�•�˜�Œ�”�œ �˜�—�•�¢ �•�’���Ž�› �’�— �•�‘�Ž �™�›�Ž�œ�Ž�—�Œ�Ž �˜�•ι �’�— �•�‘�Ž �•�Ž���–�˜�œ�• �‹�•�˜�Œ�” �Š�œι �˜�—�•�¢ �—�Ž�Ž�•�œ �•�˜
�‹�Ž �Š�•�•�Ž�• �•�˜ �Š �œ�’�—�•�•�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�ï

���Ž �Œ�Š�— �Ž�œ�•�’�–�Š�•�Ž �•�‘�Ž �Œ�˜�œ�• �˜�• �•�‘�Ž �œ�Ž�Œ�›�Ž�• �œ�‘�Š�›�’�—�• �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž �’�— �•�Ž�›�–�œ �˜�• �œ�’�•�’�Œ�˜�— �Š�›�Ž�Š �‹�¢ �Œ�˜�–�,
�™�Š�›�’�—�• �•�‘�’�œ �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž � �’�•�‘ �˜�ž�› �ž�—�™�›�˜�•�Ž�Œ�•�Ž�• �˜�—�Ž�,�Œ�¢�Œ�•�Ž �›�˜�ž�—�• �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž �’�— ���Ž�Œ�•�’�˜�—�Z�ï�X�ð
�‹�Š�œ�Ž�• �˜�— ���’�•�ž�›�Ž�[�ï�W�Š�—�• ���š�ž�Š�•�’�˜�—�œ �û�[�ï�Y�ü�ï ���‘�Ž �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�• �•�˜�› �œ�•�˜�›�’�—�• �•�‘�Ž
�œ�•�Š�•�Ž �’�œ �•�‘�›�Ž�Ž �•�’�–�Ž�œ �•�Š�›�•�Ž�› �•�‘�Š�— �•�‘�Ž �ž�—�™�›�˜�•�Ž�Œ�•�Ž�• �Ÿ�Ž�›�œ�’�˜�—�ï ���‘�Ž �Œ�˜�œ�• �˜�• �•�‘�Ž �•�’�—�Ž�Š�› �™�Š�›�• �’�œ �•�‘�›�Ž�Ž
�•�’�–�Ž�œ �•�Š�›�•�Ž�› �Š�œ � �Ž�•�•�ï ���Ž�•�Š�›�•�’�—�• �•�‘�Ž �—�˜�—�•�’�—�Ž�Š�› �™�Š�›�•�ð � �Ž �‘�Š�Ÿ�Ž �•�‘�›�Ž�Ž �‹�•�˜�Œ�”�œχ′ �’�—�œ�•�Ž�Š�• �˜�• �˜�—�Žχ
�Š�—�• �•�‘�Ž �Œ�˜�œ�• �˜�• �Ž�Ÿ�Ž�›�¢χ′ �’�œ �Š�•�œ�˜ �•�Š�›�•�Ž�› �•�‘�Š�— �•�‘�Š�• �˜�•χ�ï ���‘�’�•�Žχ �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�œ �‹�Š�œ�’�Œ�Š�•�•�¢ �Š�— ������ �•�Š�•�Ž�ð
�Š ������ �Š�—�• �Š ������ �•�˜�› �Ž�Š�Œ�‘ �‹�’�• �˜�• �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž�ðχ′ �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�œ �•�‘�›�Ž�Ž ������ �•�Š�•�Ž�œ�ð �˜�—�Ž ������ �Š�—�• �•�‘�›�Ž�Ž
������ �•�˜�› �Š �œ�’�—�•�•�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�ï ���˜ �›�˜�ž�•�‘�•�¢�ð �•�‘�Ž �™�›�˜�•�Ž�Œ�•�Ž�• �—�˜�—�•�’�—�Ž�Š�› �™�Š�›�• �’�œ �Ž�¡�™�Ž�Œ�•�Ž�• �•�˜ �‹�Ž �—�’�—�Ž �•�’�–�Ž�œ
�•�Š�›�•�Ž�› �•�‘�Š�— �•�‘�Ž �ž�—�™�›�˜�•�Ž�Œ�•�Ž�•χ�ï

�[�ï�Z�ï�X ���‘�›�Ž�Ž�,�Œ�¢�Œ�•�Ž �›�˜�ž�—�• �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž

�� �œ�Ž�Œ�˜�—�• �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž �›�Ž�•�ž�Œ�Ž�œ �•�‘�Ž �Š�–�˜�ž�—�• �˜�• �œ�’�•�’�Œ�˜�— �Š�• �•�‘�Ž �Œ�˜�œ�• �˜�• �™�Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž �Š�—�• �’�œ �•�Ž�,
�™�’�Œ�•�Ž�• �’�— ���’�•�ž�›�Ž�[�ï�X�ï ���’�—�Œ�Ž �•�‘�Ž �›�˜�ž�—�• �•�˜�•�’�Œ �’�œ �Œ�˜�–�™�˜�œ�Ž�• �˜�• �•�‘�›�Ž�Ž �Ž�š�ž�Š�• �‹�•�˜�Œ�”�œ �•�˜�›λ �Š�—�• �•�‘�›�Ž�Ž
�Ž�š�ž�Š�• �‹�•�˜�Œ�”�œ �•�˜�›χ′�ð � �Ž �’�—�œ�•�Š�—�•�’�Š�•�Ž �˜�—�•�¢ �˜�—�Ž �‹�•�˜�Œ�” �˜�• �Ž�Š�Œ�‘ �Š�—�• �•�›�¢ �•�˜ �ž�œ�Ž �•�‘�Ž�– �Š�œ �–�ž�Œ�‘ �Š�œ
�™�˜�œ�œ�’�‹�•�Ž�ï

���—�œ�•�Ž�Š�• �˜�• �•�‘�›�Ž�Ž �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ �•�‘�’�œ �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�œ �•�˜�ž�› �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ�ð �œ�˜�–�Ž �–�ž�•�•�’�™�•�Ž�¡�’�—�• �Š�—�•
�Š �Œ�Š�›�Ž�•�ž�• �œ�Œ�‘�Ž�•�ž�•�Ž�ï ���‘�Ž �œ�Œ�‘�Ž�•�ž�•�Ž �‘�Š�œ �œ�˜�–�Ž �œ�’�–�’�•�Š�›�’�•�¢ �•�˜ �™�’�™�Ž�•�’�—�’�—�• �•�Ž�Œ�‘�—�’�š�ž�Ž�œ�ï

���˜�› �Ž�¡�™�•�Š�’�—�’�—�• �•�‘�Ž �œ�Œ�‘�Ž�•�ž�•�Ž � �Ž �›�Ž�•�Ž�› �•�˜ ���Š�‹�•�Ž�[�ï�W�ï ���Ž �ž�œ�Žλ(R0) �•�˜ �•�Ž�—�˜�•�Ž �•�‘�Ž �Š�™�™�•�’�Œ�Š�•�’�˜�—
�˜�•λ �•�˜ �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›R0�ð �Š�—�•χ′(R1, R2) �•�˜ �•�Ž�—�˜�•�Ž �•�‘�Ž �Š�™�™�•�’�Œ�Š�•�’�˜�— �˜�•χ′ �ž�œ�’�—�• �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œR1 �Š�—�•R2

�Z�X �&�[�W



�[�ï ���›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�• �œ�’�•�Ž�,�Œ�‘�Š�—�—�Ž�• �Š�4�Š�Œ�”�œ�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž� 

���’�•�ž�›�Ž �[�ï�W�ñ���›�˜�•�Ž�Œ�•�Ž�• �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�’�—�• �˜�—�Ž �›�˜�ž�—�• �’�— �˜�—�Ž �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž�ï

�Z�Y �&�[�W



�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �[�ï ���›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�• �œ�’�•�Ž�,�Œ�‘�Š�—�—�Ž�• �Š�4�Š�Œ�”�œ

�Œ�¢�Œ�•�Ž R0 R1 R2 R3

�V �, �, �, �,
�W �’�—�™�ž�•�ðA �, �, �,
�X �’�—�™�ž�•�ðB λ(A + Din) �, �,
�Y �’�—�™�ž�•�ðC λ(B) λ(A + Din) �,
�Z χ′(R2, R1), C′ λ(C) λ(B) λ(A + Din)
�[ χ′(R2, R1), A′ λ(C′) λ(C) λ(A + Din)
�\ χ′(R2, R3), B′ λ(A′) λ(C′) λ(C)
�] χ′(R2, R1), B′′ λ(B′) λ(A′) λ(C′)
�^ χ′(R2, R1), C′′ λ(B′′) λ(B′) λ(C′)
�_ χ′(R2, R3), A′′ λ(C′′) λ(B′′) λ(B′)
�W�V χ′(R2, R1), A′′′ λ(A′′) λ(C′′) λ(B′′)
�W�W χ′(R2, R1), B′′′ λ(A′′′) λ(A′′) λ(B′′)
�W�X χ′(R2, R3), C′′′ λ(B′′′) λ(A′′′) λ(A′′)

���Š�‹�•�Ž �[�ï�W�ñ���‘�Ž �Œ�˜�—�•�Ž�—�• �˜�• �•�‘�Ž �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ �•�ž�›�’�—�• �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�—�ï

�Š�œ �’�—�™�ž�•�œ�ï ���‘�Ž �•�‘�›�Ž�Ž �’�—�’�•�’�Š�• �Ÿ�Š�•�ž�Ž�œ �˜�• �•�‘�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �Š�›�Ž �’�—�•�’�Œ�Š�•�Ž�• �Š�œA�ðB �Š�—�•C�ï ���‘�Ž �Ÿ�Š�•�ž�Ž�œ �Š���Ž�›
�•�‘�Ž ���›�œ�• �›�˜�ž�—�• �‹�¢A′, B′ �Š�—�•C′�ð �Š���Ž�› �•�‘�Ž �œ�Ž�Œ�˜�—�• �›�˜�ž�—�• �‹�¢A′′�ð �Ž�•�Œ�ï ���• �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž �£�Ž�›�˜ �•�‘�Ž
�›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ �•�˜ �—�˜�• �¢�Ž�• �Œ�˜�—�•�Š�’�— �Š�—�¢ �›�Ž�•�Ž�Ÿ�Š�—�• �•�Š�•�Š�ð �Š�œ �’�—�•�’�Œ�Š�•�Ž�• � �’�•�‘ �Š−�ï ���—�œ�•�Ž�Š�• �˜�• �•�˜�Š�•�’�—�• �•�‘�Ž
�•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �’�— �™�Š�›�Š�•�•�Ž�•�ð �Š�œ �•�˜�—�Ž �’�— �•�‘�Ž �™�›�Ž�Ÿ�’�˜�ž�œ �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž�ð �˜�—�Ž �œ�‘�Š�›�Ž �™�Ž�› �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž �’�œ
�•�˜�Š�•�Ž�• �’�—�•�˜ �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›R0 �•�ž�›�’�—�• �•�‘�Ž �•�‘�›�Ž�Ž �’�—�’�•�’�Š�• �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž�ï

���‘�Ž �Œ�˜�—�•�Ž�—�• �˜�•R1 �’�œ �’�— �•�Ž�—�Ž�›�Š�• �•�‘�Ž �›�Ž�œ�ž�•�• �˜�•λ �Š�™�™�•�’�Ž�• �•�˜R0�ð � �’�•�‘ �•�‘�ŽDin �Ž�—�Š�‹�•�Ž�• �Š�—�•
�������Ž�• �Š�• �•�‘�Ž �’�—�™�ž�• �˜�•λ(R0) �‹�Ž�•�˜�›�Ž �Š�— �’�—�’�•�’�Š�•�
�R�P�P�N�X�,f �›�˜�ž�—�•�ï

���‘�Ž �Œ�˜�—�•�Ž�—�• �˜�•R0 �’�œ �•�‘�Ž �›�Ž�œ�ž�•�• �˜�•χ′ �Š�™�™�•�’�Ž�• �•�˜ �Ž�’�•�‘�Ž�› �•�‘�Ž �Œ�˜�ž�™�•�ŽR2 �Š�—�•R1 �˜�›R2 �Š�—�•R3�ï
���‘�’�•�Ž �’�— �•�‘�Ž �˜�—�Ž�,�Œ�¢�Œ�•�Ž �›�˜�ž�—�• �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Žι � �Š�œ �Š�™�™�•�’�Ž�• �˜�—�•�¢ �•�˜ �˜�—�Ž �˜�• �•�‘�Ž �•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ�ð �‘�Ž�›�Ž
�’�• �’�œ �Š�™�™�•�’�Ž�• �•�˜ �Š�•�• �˜�• �•�‘�Ž �•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ�ï ���‘�’�œ �•�˜�Ž�œ �—�˜�• �Œ�‘�Š�—�•�Ž �•�‘�Ž �›�Ž�œ�ž�•�• �˜�• �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �Š�—�•
�œ�’�–�™�•�’���Ž�œ �•�‘�Ž �Œ�˜�—�•�›�˜�• �•�˜�•�’�Œ�ï

���‘�Ž �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œR2 �Š�—�•R3 �Š�›�Ž �ž�œ�Ž�• �•�˜�› �–�Š�’�—�•�Š�’�—�’�—�• �•�‘�Ž �Ÿ�Š�•�ž�Ž�œ �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�• �•�˜�› �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�—
�˜�•χ′�ï ���— �•�‘�Ž �œ�Ž�Œ�˜�—�• �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�ŽB �’�œ �•�˜�Š�•�Ž�• �’�—�•�˜R0�ð �Š�—�•R1 �›�Ž�Œ�Ž�’�Ÿ�Ž�œλ(A)�ï ���— �•�‘�Ž �•�‘�’�›�• �Œ�•�˜�Œ�”
�Œ�¢�Œ�•�ŽC �’�œ �•�˜�Š�•�Ž�• �’�—�•�˜R0�ðR1 �›�Ž�Œ�Ž�’�Ÿ�Ž�œλ(A) �Š�—�•λ(A) �’�œ �–�˜�Ÿ�Ž�• �•�›�˜�–R1 �•�˜R2�ï ���— �•�‘�Ž �•�˜�ž�›�•�‘
�Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž �—�˜ �–�˜�›�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �—�Ž�Ž�• �•�˜ �‹�Ž �•�˜�Š�•�Ž�•�ï ���—�œ�•�Ž�Š�•R0 �›�Ž�Œ�Ž�’�Ÿ�Ž�œχ′ �Š�™�™�•�’�Ž�• �•�˜ �•�‘�Ž �Œ�˜�—�•�Ž�—�•
�˜�•R1 �Š�—�•R2�ð � �‘�’�Œ�‘ �–�Ž�Š�—�œλ(A) �Š�—�•λ(B)�ï ���• �•�˜�•�•�˜� �œ �•�‘�Š�•R0 �—�˜�  �Œ�˜�—�•�Š�’�—�œ �•�‘�Ž �œ�‘�Š�›�ŽC′ �Š���Ž�›
�•�‘�Ž ���›�œ�• �›�˜�ž�—�•�ïR1 �›�Ž�Œ�Ž�’�Ÿ�Ž�œλ(C)�ðλ(B) �’�œ �–�˜�Ÿ�Ž�• �•�›�˜�–R1 �•�˜R2 �Š�—�•λ(A) �’�œ �–�˜�Ÿ�Ž�• �•�›�˜�–R2 �•�˜
R3�ï ���— �•�‘�Ž �����‘ �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�ŽR0 �›�Ž�Œ�Ž�’�Ÿ�Ž�œχ′ �Š�™�™�•�’�Ž�• �•�˜ �•�‘�Ž �Œ�˜�—�•�Ž�—�• �˜�•R1 �Š�—�•R2�ð �‹�Ž�’�—�•λ(B) �Š�—�•
λ(C) �Š�—�• �‘�Ž�—�Œ�Ž �Œ�˜�—�•�Š�’�—�œ �•�‘�Ž �œ�‘�Š�›�ŽA �Š���Ž�› �•�‘�Ž ���›�œ�• �›�˜�ž�—�•�ïR1 �›�Ž�Œ�Ž�’�Ÿ�Ž�œλ(C′)�ðλ(C) �’�œ �–�˜�Ÿ�Ž�•
�•�›�˜�–R1 �•�˜R2�ð � �‘�’�•�Žλ(A) �›�Ž�–�Š�’�—�œ �’�—R3�ï ���’�—�Œ�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œA′ �Š�—�•C′ �Š�œ �’�—�™�ž�• �˜�• �•�‘�Ž �œ�Ž�Œ�˜�—�• �›�˜�ž�—�•
�‘�Š�Ÿ�Ž �Š�•�›�Ž�Š�•�¢ �‹�Ž�Ž�— �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�•�ð �’�— �•�‘�Ž �—�Ž�¡�• �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž �œ�‘�Š�›�ŽB′ �–�ž�œ�• �‹�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�•�ð �›�Ž�š�ž�’�›�’�—�•
λ(A) �Š�—�•λ(C)�ð �Š�—�• �•�‘�Ž�¢ �Š�›�Ž �’�—R1 �Š�—�•R3 �›�Ž�œ�™�Ž�Œ�•�’�Ÿ�Ž�•�¢ �‹�Ž�•�˜�›�Ž �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž ���Ÿ�Ž�ï ���‘�ž�œ � �Ž �‘�Š�Ÿ�Ž
�•�Ž�œ�Œ�›�’�‹�Ž�• �Š�•�œ�˜ � �‘�Š�• � �’�•�• �‹�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�• �’�— �•�‘�Ž �—�Ž�¡�• �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž �Š�—�• �•�‘�’�œ �’�œ �‹�Š�œ�’�Œ�Š�•�•�¢ �•�‘�Ž �Ž�—�• �˜�•
�Š �›�˜�ž�—�•�ï ���•�Š�›�•�’�—�• �•�›�˜�– �•�‘�Ž �—�Ž�¡�• �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž �•�‘�Ž�›�Ž � �’�•�• �‹�Ž �Š �•�˜�˜�™ �˜�• �•�‘�›�Ž�Ž �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ � �‘�Ž�›�Ž
�•�‘�Ž �Š�•�•�Ž�›�—�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�Š�•�Š �Œ�˜�—�•�Š�’�—�Ž�• �’�— �•�‘�Ž �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�›�œ �Š�›�Ž �•�‘�˜�œ�Ž �•�˜�› �Œ�˜�–�™�ž�•�’�—�• �Š �›�˜�ž�—�•�ï

���œ�’�—�• �•�‘�’�œ �Œ�’�›�Œ�ž�’�•�ð �Š�
�R�P�P�N�X�Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �•�Š�”�Ž�œ �Y �’�—�’�•�’�Š�• �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ �™�•�ž�œ �X�Z �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ �™�Ž�› �Ž�¡�Ž�Œ�ž�•�’�˜�—
�˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �ï

�Z�Z �&�[�W



�[�ï ���›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�• �œ�’�•�Ž�,�Œ�‘�Š�—�—�Ž�• �Š�4�Š�Œ�”�œ�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž� 

���’�•�ž�›�Ž �[�ï�X�ñ���›�˜�•�Ž�Œ�•�Ž�• �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�’�—�• �˜�—�Ž �›�˜�ž�—�• �’�— �•�‘�›�Ž�Ž �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ�ï
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�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �[�ï ���›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�• �œ�’�•�Ž�,�Œ�‘�Š�—�—�Ž�• �Š�4�Š�Œ�”�œ

���˜�›�Ž ���’�£�Ž ���›�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�¢���‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�•
�ûr = 1024�ü �
�	�� ���
�£ �	�‹�’�•�&�œ�ï
���—�™�›�˜�•�Ž�Œ�•�Ž�• �˜�—�Ž�,�Œ�¢�Œ�•�Ž�Z�^ �[�X�\ �X�X�ï�Z
���—�Ž�,�Œ�¢�Œ�•�Ž �û�•�Š�œ�•�ü�W�^�Y �[�V�V �X�W�ï�Y
���—�Ž�,�Œ�¢�Œ�•�Ž �û�Œ�˜�–�™�Š�Œ�•�ü�W�X�] �X�V�V �^�ï�[
���‘�›�Ž�Ž�,�Œ�¢�Œ�•�Ž �û�•�Š�œ�•�ü�W�W�[ �]�W�Z �W�V�ï�W
���‘�›�Ž�Ž�,�Œ�¢�Œ�•�Ž �û�–�Ž�•�’�ž�–�ü�W�V�\ �[�V�V �]�ï�W
���‘�›�Ž�Ž�,�Œ�¢�Œ�•�Ž �û�Œ�˜�–�™�Š�Œ�•�ü�_�[ �X�V�V �X�ï�^

���Š�‹�•�Ž �[�ï�X�ñ���Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž �Š�—�• �•�Š�•�Ž �Œ�˜�ž�—�• �˜�• �•�‘�Ž �•�’���Ž�›�Ž�—�• �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�œ

�[�ï�Z�ï�Y ���¢�—�•�‘�Ž�œ�’�œ �›�Ž�œ�ž�•�•�œ

���Ž �‘�Š�Ÿ�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Ž�• �‹�˜�•�‘ �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž�œ �’�— ���
���� �Š�—�• �œ�¢�—�•�‘�Ž�œ�’�£�Ž�• �’�• �•�˜�› �ž�—�•�Ž�›�œ�•�Š�—�•�’�—�• �•�‘�Ž
�–�Š�¡�’�–�ž�– �•�›�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�¢ �Š�—�• �œ�’�•�’�Œ�˜�— �Š�›�Ž�Š �•�Ž�–�Š�—�•�ï ���Ž �‘�Š�Ÿ�Ž �ž�œ�Ž�• �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �•�Ž�Œ�‘�—�˜�•�˜�•�¢ �•�’�‹�›�Š�›�¢
�Š�•�˜�™�•�Ž�• �•�˜�› �•�‘�Ž �ž�—�™�›�˜�•�Ž�Œ�•�Ž�• �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �›�Ž�™�˜�›�•�Ž�• �’�— ���Ž�Œ�•�’�˜�—�Z�ï�X�ð �Š �W�Y�V �—�– �•�Ž�—�Ž�›�Š�• �™�ž�›�,
�™�˜�œ�Ž �•�’�‹�›�Š�›�¢ �•�›�˜�– �������’�Œ�›�˜�Ž�•�Ž�Œ�•�›�˜�—�’�Œ�œ�ð �Š�—�• �•�‘�Ž ���¢�—�˜�™�œ�¢�œ ���Ž�œ�’�•�— ���˜�–�™�’�•�Ž�›�ï

���Š�‹�•�Ž�[�ï�X�œ�ž�–�–�Š�›�’�£�Ž�œ �•�‘�Ž �•�Š�•�Ž �Œ�˜�ž�—�• �Š�—�• �™�Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž �—�ž�–�‹�Ž�›�œ �˜�• �•�‘�Ž �•�’���Ž�›�Ž�—�• �’�–�™�•�Ž�,
�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�œ�ð �•�˜�•�Ž�•�‘�Ž�› � �’�•�‘ �•�‘�Ž �—�ž�–�‹�Ž�›�œ �•�˜�› �•�‘�Ž �˜�—�Ž�,�Œ�¢�Œ�•�Ž �›�˜�ž�—�• �ž�—�™�›�˜�•�Ž�Œ�•�Ž�• �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž �•�Ž�,
�œ�Œ�›�’�‹�Ž�• �’�— ���Ž�Œ�•�’�˜�—�Z�ï�X�ï ���• �•�’�Ÿ�Ž�œ �•�‘�Ž �•�˜�•�Š�• �•�Š�•�Ž �Œ�˜�ž�—�•�ð �•�‘�Ž �–�Š�¡�’�–�ž�– �•�›�Ž�š�ž�Ž�—�Œ�¢ �Š�—�• �•�‘�Ž �•�‘�›�˜�ž�•�‘�,
�™�ž�• �Š�œ�œ�ž�–�’�—�• �Š �‹�’�•�›�Š�•�Ž �˜�• �W�V�X�Z �‹�’�•�œ�ï

���‘�Ž �•�Š�•�Ž �Œ�˜�ž�—�• ���•�ž�›�Ž�œ �Š�›�Ž �’�— �•�’�—�Ž � �’�•�‘ �•�‘�Ž �Ž�œ�•�’�–�Š�•�’�˜�—�œ �–�Š�•�Ž �’�— ���Ž�Œ�•�’�˜�—�[�ï�Z�ï�W�ï ���•�• �’�–�™�•�Ž�,
�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�œ �‘�Š�Ÿ�Ž �Š�— ���&�� �‹�ž���Ž�› �˜�• �_ �
�’�•�˜ �•�Š�•�Ž �Ž�š�ž�’�Ÿ�Š�•�Ž�—�• �û�
�	���ü �•�˜�› �Œ�˜�—�—�Ž�Œ�•�’�—�• �•�‘�Ž �Œ�˜�›�Ž �•�˜ �Š
�œ�¢�œ�•�Ž�– �‹�ž�œ�ï ���‘�’�œ �Š�•�•�˜� �œ �•�˜ �•�˜�Š�• �•�‘�Ž ���&�� �‹�ž���Ž�›�ð �\�Z�,�‹�’�• �™�Ž�› �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž�ð �œ�’�–�ž�•�•�Š�—�Ž�˜�ž�œ�•�¢ � �’�•�‘
�•�‘�Ž �Š�™�™�•�’�Œ�Š�•�’�˜�— �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f �˜�— �•�‘�Ž �™�›�Ž�Ÿ�’�˜�ž�œ �’�—�™�ž�• �‹�•�˜�Œ�”�ï

���— �•�‘�Ž �•�‘�›�Ž�Ž�,�Œ�¢�Œ�•�Ž �›�˜�ž�—�• �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �˜�—�Ž �›�˜�ž�—�• �’�œ �Ž�¡�Ž�Œ�ž�•�Ž�• �’�— �Y �Œ�•�˜�Œ�”
�Œ�¢�Œ�•�Ž�œ �Š�—�• �•�‘�Ž �’�—�’�•�’�Š�•�’�£�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �œ�•�Š�•�Ž �›�Ž�š�ž�’�›�Ž�œ �Š�•�œ�˜ �Y �Œ�•�˜�Œ�” �Œ�¢�Œ�•�Ž�œ�ï ���‘�Š�—�”�œ �•�˜ �•�‘�Ž �Ÿ�Ž�›�¢ �œ�‘�˜�›�•
�Œ�›�’�•�’�Œ�Š�• �™�Š�•�‘�ð �•�‘�Ž �•�Š�œ�• �Ÿ�Š�›�’�Š�—�• �˜�• �•�‘�Ž �•�‘�›�Ž�Ž�,�Œ�¢�Œ�•�Ž �›�˜�ž�—�• �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž �Œ�Š�— �›�Ž�Š�Œ�‘ �]�W�Z ���
�£�ð �œ�•�’�•�•
�›�Ž�œ�ž�•�•�’�—�• �’�— �Š �Ÿ�Ž�›�¢ �Œ�˜�–�™�Ž�•�’�•�’�Ÿ�Ž �œ�™�Ž�Ž�• �˜�• �W�V �	�‹�’�•�&�œ�ï ���• � �Ž �Œ�˜�–�™�Š�›�Ž �•�‘�Ž �˜�—�Ž�,�Œ�¢�Œ�•�Ž �›�˜�ž�—�• �Š�—�•
�•�‘�Ž �•�‘�›�Ž�Ž�,�Œ�¢�Œ�•�Ž �›�˜�ž�—�• �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž�œ �‹�˜�•�‘ �›�ž�—�—�’�—�• �Š�• �[�V�V���‘�£�ð � �Ž �Œ�Š�— �œ�Ž�Ž �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �•�‘�›�Ž�Ž�,�Œ�¢�Œ�•�Ž
�›�Ž�š�ž�’�›�Ž�œ �Z�V�– �•�Ž�œ�œ �œ�’�•�’�Œ�˜�— �Š�›�Ž�Š �Š�• �Š �Œ�˜�œ�• �˜�• �Š �•�‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�• �›�Ž�•�ž�Œ�•�’�˜�— �‹�¢ �Š �•�Š�Œ�•�˜�› �Y�ï

���• �’�œ �’�—�•�Ž�›�Ž�œ�•�’�—�• �•�˜ �—�˜�•�Ž �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �œ�•�›�Š�•�Ž�•�¢ �Š�•�˜�™�•�Ž�• �’�— �•�‘�Ž �•�Ž�œ�’�•�— �˜�• �•�‘�Ž �•�ž�—�Œ�•�’�˜�— �Š�•�•�˜� �œ
�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�’�—�• �•�‘�’�œ �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž � �’�•�‘ �Š �Œ�˜�œ�• �Œ�˜�—�œ�’�œ�•�’�—�• �˜�—�•�¢ �˜�• �œ�’�•�’�Œ�˜�— �Š�›�Ž�Š � �’�•�‘ �Š�•�–�˜�œ�• �—�˜
�™�Ž�—�Š�•�•�¢ �’�— �•�Ž�›�–�œ �˜�• �•�‘�›�˜�ž�•�‘�™�ž�•�ñ �’�• �’�œ �›�Ž�•�ž�Œ�Ž�• �˜�—�•�¢ �‹�¢ �[�–�ð �•�›�˜�– �X�X�ï�Z �	�‹�’�•�&�œ�ï �•�˜ �X�W�ï�Y �	�‹�’�•�&�œ�ï
� �‘�Ž�— �ž�œ�’�—�• �Š �›�Š�•�Ž �˜�• �W�V�X�Z �‹�’�•�œ�ï

�[�ï�[ ���˜�–�™�ž�•�’�—�• �’�— �™�Š�›�Š�•�•�Ž�• �˜�› �œ�Ž�š�ž�Ž�—�•�’�Š�•�•�¢�õ

���‘�Ž �ž�œ�Ž �˜�• �•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž�• �Š�• �•�’���Ž�›�Ž�—�• �•�’�–�Ž�œ �•�’�Ÿ�Ž�œ �Š �™�›�˜�Ÿ�Š�‹�•�Ž �›�Ž�œ�’�œ�•�Š�—�Œ�Ž �Š�•�Š�’�—�œ�• ���›�œ�•�,
�˜�›�•�Ž�› �������ð �‹�ž�• �—�˜�• �Š�•�Š�’�—�œ�• ������ �˜�• �‘�’�•�‘�Ž�› �˜�›�•�Ž�›�ï �
�’�•�‘�Ž�›�,�˜�›�•�Ž�› ������ �’�—�Ÿ�˜�•�Ÿ�Ž�œ �•�Š�”�’�—�• �–�Ž�Š�,
�œ�ž�›�Ž�–�Ž�—�•�œ �Œ�˜�›�›�Ž�œ�™�˜�—�•�’�—�• �•�˜ �•�‘�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �•�’���Ž�›�Ž�—�• �œ�‘�Š�›�Ž�œ�ð �Š�—�• �•�‘�’�œ �•�Š�œ�” �’�œ �–�˜�›�Ž
�Œ�˜�–�™�•�Ž�¡ �•�ž�Ž �•�˜ �’�•�œ �‘�’�•�‘�Ž�› �œ�Ž�—�œ�’�•�’�Ÿ�’�•�¢ �•�˜ �—�˜�’�œ�Ž �•�‘�Š�— ���›�œ�•�,�˜�›�•�Ž�› ������ �ý�W�]�ð ���™�™�Ž�—�•�’�¡ ���þ�ï

���— �•�‘�Ž �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž�œ �™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Ž�• �’�— �•�‘�Ž �™�›�Ž�Ÿ�’�˜�ž�œ �œ�Ž�Œ�•�’�˜�—�œ�ð �œ�Ž�Ÿ�Ž�›�Š�• �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�—�œ �•�Š�”�Ž �™�•�Š�Œ�Ž
�’�— �™�Š�›�Š�•�•�Ž�• �Š�—�• �•�‘�Ž �™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�— �Š�• �Š �•�’�Ÿ�Ž�— �•�’�–�Ž �•�Ž�™�Ž�—�•�œ �˜�— �Š�•�• �•�‘�Ž�œ�Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Š�•�’�˜�—�œ�ï
���˜�› �•�‘�’�œ �›�Ž�Š�œ�˜�—�ð �•�‘�Ž�œ�Ž �Š�›�Œ�‘�’�•�Ž�Œ�•�ž�›�Ž�œ �Š�›�Ž �—�˜�• �™�›�˜�Ÿ�Š�‹�•�¢ �›�Ž�œ�’�œ�•�Š�—�• �Š�•�Š�’�—�œ�• ���›�œ�•�,�˜�›�•�Ž�› �������ï ���˜�›
�’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž�ð �’�— �ý�X�\�þ�ð �•�‘�Ž �Š�ž�•�‘�˜�›�œ �Š�—�Š�•�¢�£�Ž�• �Š�— �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— � �’�•�‘ �•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ � �˜�›�”�’�—�• �’�— �™�Š�›�,
�Š�•�•�Ž�•�ï ���•�˜�›�’�—�• �•�‘�Ž �•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �’�— �Š �›�Ž�•�’�œ�•�Ž�› �Œ�Š�ž�œ�Ž�œ �Š �™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�— �•�˜ �•�Ž�™�Ž�—�• �˜�— �•�‘�Ž
�•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �œ�’�–�ž�•�•�Š�—�Ž�˜�ž�œ�•�¢�ï ���— �•�‘�Ž �Š�‹�œ�Ž�—�Œ�Ž �˜�• �—�˜�’�œ�Ž�ð �•�‘�Ž �•�’�œ�•�›�’�‹�ž�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�—

�Z�\ �&�[�W



�[�ï ���›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�• �œ�’�•�Ž�,�Œ�‘�Š�—�—�Ž�• �Š�4�Š�Œ�”�œ�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž� 

�•�Ž�™�Ž�—�•�œ �˜�— �•�‘�Ž �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �Ÿ�Š�›�’�Š�‹�•�Ž �‹�Ž�’�—�• �œ�•�˜�›�Ž�• �Š�—�• �‘�Ž�—�Œ�Ž �’�œ �Ÿ�ž�•�—�Ž�›�Š�‹�•�Ž �•�˜ �������ï ���— �•�‘�’�œ �œ�Ž�Œ�•�’�˜�—�ð
� �Ž �Ž�¡�™�•�Š�’�— �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �’�—�•�›�˜�•�ž�Œ�•�’�˜�— �˜�• �—�˜�’�œ�Ž �‘�Š�œ �Š �–�ž�Œ�‘ �œ�•�›�˜�—�•�Ž�› �’�–�™�Š�Œ�• �˜�— �•�‘�Ž �•�Ž�Š�œ�’�‹�’�•�’�•�¢ �˜�• �•�‘�’�œ
�Š�4�Š�Œ�” �•�˜�› �Š �•� �˜�,�œ�‘�Š�›�Ž �˜�› �•�‘�›�Ž�Ž�,�œ�‘�Š�›�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �•�‘�Š�— �•�˜�› �Š�— �ž�—�–�Š�œ�”�Ž�• �˜�—�Ž�ð �Š�—�• �•�‘�Š�• �•�‘�Ž
�š�ž�Š�•�’�•�Š�•�’�Ÿ�Ž �•�’���Ž�›�Ž�—�Œ�Ž �’�œ �œ�’�–�’�•�Š�› �•�˜ �•�‘�Ž �˜�—�Ž �‹�Ž�•� �Ž�Ž�— ���›�œ�•�,�˜�›�•�Ž�› �Š�—�• �‘�’�•�‘�Ž�›�,�˜�›�•�Ž�› �������ï ���ž�›�,
�•�‘�Ž�›�–�˜�›�Ž�ð � �Ž �Š�›�•�ž�Ž �•�‘�Š�• �Š �–�Š�œ�”�Ž�• �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �‘�Š�œ �™�Ž�› �Œ�˜�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�˜�— �Š �‘�’�•�‘�Ž�› �Š�•�•�˜�›�’�•�‘�–�’�Œ
�—�˜�’�œ�Ž �•�Ž�Ÿ�Ž�• �•�‘�Š�— �Š�— �ž�—�–�Š�œ�”�Ž�• �˜�—�Ž�ï

���’�•�‘ �•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ�ð �Š �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �‹�’�• �Ž�š�ž�Š�• �•�˜ �V �û�›�Ž�œ�™�ï �W�ü �Œ�Š�— �‹�Ž �›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Ž�• �Š�œ �V�V�V�ð �V�W�W�ð �W�V�W �˜�›
�W�W�V �û�›�Ž�œ�™�ï �V�V�W�ð �V�W�V�ð �W�V�W �˜�› �W�W�W�ü�ï ���• �•�‘�Ž �•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �Š�›�Ž �™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�Ž�• �œ�’�–�ž�•�•�Š�—�Ž�˜�ž�œ�•�¢�ð �•�‘�Ž �™�˜� �Ž�›
�Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�— �Œ�Š�— �•�Ž�Š�” �•�‘�Ž �
�Š�–�–�’�—�• � �Ž�’�•�‘�• �˜�• �•�‘�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ�ð � �‘�’�Œ�‘ �–�Ž�Š�—�œ �V �˜�› �X �•�˜�› �Š �—�Š�•�’�Ÿ�Ž
�‹�’�• �V�ð �˜�› �W �˜�› �Y �•�˜�› �Š �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �‹�’�• �W�ï ���•�Ž�Š�›�•�¢�ð �•�‘�Ž�œ�Ž �•� �˜ �•�’�œ�•�›�’�‹�ž�•�’�˜�—�œ �Š�›�Ž �•�’���Ž�›�Ž�—�• �Š�—�• �Œ�Š�— �‹�Ž
�•�’�œ�•�’�—�•�ž�’�œ�‘�Ž�•�ï

���Ž �œ�•�Š�›�• �•�‘�Ž �•�’�œ�Œ�ž�œ�œ�’�˜�— �‹�¢ �Œ�˜�—�œ�•�›�ž�Œ�•�’�—�• �Š �œ�’�–�™�•�Ž �–�˜�•�Ž�• � �‘�Ž�›�Ž �•�‘�Ž �™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�—
�’�œ �Ž�š�ž�Š�• �•�˜ �•�‘�Ž �
�Š�–�–�’�—�• � �Ž�’�•�‘�• �™�•�ž�œ �Š�— �Š�•�•�’�•�’�Ÿ�Ž �	�Š�ž�œ�œ�’�Š�— �—�˜�’�œ�Ž �˜�• �œ�•�Š�—�•�Š�›�• �•�Ž�Ÿ�’�Š�•�’�˜�—σ�ð
�Ž�¡�™�›�Ž�œ�œ�Ž�• �’�— �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �ž�—�’�• �Š�œ �•�‘�Ž �’�–�™�Š�Œ�• �˜�• �•�‘�Ž �
�Š�–�–�’�—�• � �Ž�’�•�‘�• �˜�— �•�‘�Ž �™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�—�ï
���— �•�‘�’�œ �–�˜�•�Ž�•�ð �•�‘�Ž �•�’�œ�•�›�’�‹�ž�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�— �•�˜�› �•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �’�œ �Š�œ �’�— ���’�•�ž�›�Ž�[�ï�Y�û�Œ�ü�ð
� �’�•�‘ σ = 0.2�ï ���’�–�’�•�Š�›�•�¢�ð � �Ž �Œ�Š�— �•�˜�˜�” �Š�• �Š�— �ž�—�–�Š�œ�”�Ž�• �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�ð � �‘�Ž�›�Ž �•�‘�Ž �™�˜� �Ž�›
�Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�— �’�œ �V �˜�› �W �™�•�ž�œ �•�‘�Ž �	�Š�ž�œ�œ�’�Š�— �—�˜�’�œ�Ž�ð �Š�—�• �Š�• �–�Š�œ�”�’�—�• � �’�•�‘ �•� �˜ �œ�‘�Š�›�Ž�œ�ï ���— �•�‘�’�œ �•�Š�œ�•
�Œ�Š�œ�Ž�ð �•�‘�Ž �
�Š�–�–�’�—�• � �Ž�’�•�‘�• �’�œ �V �˜�› �X �•�˜�› �Š �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �‹�’�• �V �û�›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Ž�• �Š�œ �V�V �˜�› �W�W�ü �˜�› �W �•�˜�› �Š
�—�Š�•�’�Ÿ�Ž �‹�’�• �W �û�›�Ž�™�›�Ž�œ�Ž�—�•�Ž�• �Š�œ �V�W �˜�› �W�V�ü�ï ���‘�Ž �•� �˜ �Œ�Š�œ�Ž�œ �Œ�Š�— �‹�Ž �•�˜�ž�—�• �’�— ���’�•�ž�›�Ž�œ�[�ï�Y�û�Š�ü �Š�—�•�[�ï�Y�û�‹�ü�ð
�›�Ž�œ�™�Ž�Œ�•�’�Ÿ�Ž�•�¢�ï

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

���’�•�ž�›�Ž �[�ï�Y�ñ���’�œ�•�›�’�‹�ž�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�— �•�˜�› �Š �œ�’�–�™�•�Ž �–�˜�•�Ž�•�ï ���‘�Ž �œ�˜�•�’�• �•�’�—�Ž �œ�‘�˜� �œ
�•�‘�Ž �•�’�œ�•�›�’�‹�ž�•�’�˜�— �•�˜�› �Š �‹�’�• � �’�•�‘ �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �Ÿ�Š�•�ž�Ž �V �Š�—�• �•�‘�Ž �•�Š�œ�‘�Ž�• �•�’�—�Ž �•�˜�› �Š �‹�’�• �W�ï ���ž�‹�,���•�ž�›�Ž�œ �û�Š�ü�ð
�û�‹�ü �Š�—�• �û�Œ�ü �œ�‘�˜�  �•�‘�Ž �Œ�Š�œ�Ž �˜�• �˜�—�Ž�ð �•� �˜ �Š�—�• �•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ�ð �›�Ž�œ�™�Ž�Œ�•�’�Ÿ�Ž�•�¢�ð � �’�•�‘ �Š �—�˜�’�œ�Ž �•�Ž�Ÿ�Ž�• �˜�•
σ = 0.2�ï ���ž�‹�,���•�ž�›�Ž�œ �û�•�ü�ð �û�Ž�ü �Š�—�• �û�•�ü �•�˜�•�•�˜�  �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �–�˜�•�Ž�• � �’�•�‘σ = 2�ï

���˜�•�•�˜� �’�—�• �•�‘�’�œ �–�˜�•�Ž�•�ð � �Ž �Œ�˜�–�™�ž�•�Ž �•�‘�Ž �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �œ�Š�–�™�•�Ž�œ �•�‘�Š�• �Š�›�Ž �—�Ž�Ž�•�Ž�• �•�˜ �•�’�œ�•�’�—�•�ž�’�œ�‘
�‹�Ž�•� �Ž�Ž�— �•�‘�Ž �•�’�œ�•�›�’�‹�ž�•�’�˜�— �•�˜�› �Š �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �‹�’�• �V �Š�—�• �•�‘�Ž �•�’�œ�•�›�’�‹�ž�•�’�˜�— �•�˜�› �Š �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �‹�’�• �W�ï ���Ž �•�˜�•�•�˜� 
�•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �›�Ž�Š�œ�˜�—�’�—�• �Š�œ �’�— �ý�W�]�ð ���™�™�Ž�—�•�’�¡ ���þ�ï ���‘�Ž �—�ž�–�‹�Ž�›z �˜�• �œ�Š�–�™�•�Ž�œ �—�Ž�Ž�•�Ž�• �•�˜ �•�’�œ�•�’�—�•�ž�’�œ�‘
�˜�—�Ž �•�’�œ�•�›�’�‹�ž�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�› �•�‘�Ž �˜�•�‘�Ž�› �’�œ �’�—�Ÿ�Ž�›�œ�Ž�•�¢ �™�›�˜�™�˜�›�•�’�˜�—�Š�• �•�˜ �•�‘�Ž �
�ž�•�•�‹�Š�Œ�”�,���Ž�’�‹�•�Ž�› �•�’�Ÿ�Ž�›�•�Ž�—�Œ�Ž
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�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �[�ï ���›�˜�•�Ž�Œ�•�’�˜�— �Š�•�Š�’�—�œ�• �œ�’�•�Ž�,�Œ�‘�Š�—�—�Ž�• �Š�4�Š�Œ�”�œ

�‹�Ž�•� �Ž�Ž�— �•�‘�Ž �•� �˜ �•�’�œ�•�›�’�‹�ž�•�’�˜�—�œ �ý�X�Y�þ�ðz = 1/D( f |g) � �’�•�‘

D( f |g) =
∫

f (x)(log( f (x))− log(g(x))dx.

���— �•�‘�’�œ �–�˜�•�Ž�•�ð �•�‘�Ž �œ�Œ�Š�•�’�—�• �˜�•z �Š�œ �Š �•�ž�—�Œ�•�’�˜�— �˜�•σ �’�œ �•�’���Ž�›�Ž�—�• �•�˜�› �˜�—�Ž�ð �•� �˜ �˜�› �•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ�ï
���˜�› �˜�—�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�ðz ∼ 2σ2 �œ�Š�–�™�•�Ž�œ �Š�›�Ž �—�Ž�Ž�•�Ž�• �•�˜ �•�’�œ�•�’�—�•�ž�’�œ�‘ �Š �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �‹�’�• �V �•�›�˜�– �Š �—�Š�•�’�Ÿ�Ž �‹�’�• �W
�•�›�˜�– �ž�—�–�Š�œ�”�Ž�• �Ÿ�Š�•�ž�Ž�œ�ð � �‘�Ž�›�Ž�Š�œ �Š�‹�˜�ž�•z2 �œ�Š�–�™�•�Ž�œ �Š�›�Ž �—�Ž�Ž�•�Ž�• �•�˜�› �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �—�˜�’�œ�Ž �•�Ž�Ÿ�Ž�• � �‘�Ž�—
�•� �˜ �œ�‘�Š�›�Ž�œ �Š�›�Ž �ž�œ�Ž�•�ð �Š�—�• �•�‘�’�œ �—�ž�–�‹�Ž�› �•�›�˜� �œ �•�˜ �Š�‹�˜�ž�•z3 �œ�Š�–�™�•�Ž�œ �•�˜�› �•�‘�›�Ž�Ž�,�œ�‘�Š�›�Ž �–�Š�œ�”�’�—�•�ï
�
�Ž�—�Œ�Ž�ð �•�‘�Ž �•�’���Ž�›�Ž�—�Œ�Ž �‹�Ž�•� �Ž�Ž�— �•�‘�Ž �˜�—�Ž�,�œ�‘�Š�›�Ž �Š�—�• �•� �˜�,�œ�‘�Š�›�Ž �Š�—�• �•�‘�›�Ž�Ž�,�œ�‘�Š�›�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—
�’�œ �š�ž�Š�•�’�•�Š�•�’�Ÿ�Ž�•�¢ �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �Š�œ �•�‘�Ž �˜�—�Ž �‹�Ž�•� �Ž�Ž�— ���›�œ�•�,�˜�›�•�Ž�› �Š�—�• �œ�Ž�Œ�˜�—�•�,�˜�›�•�Ž�› �Š�—�• �•�‘�’�›�•�,�˜�›�•�Ž�›
�������ï

���‘�Ž �›�Ž�Š�•�,� �˜�›�•�• �‹�Ž�‘�Š�Ÿ�’�˜�› �’�œ �•�’�”�Ž�•�¢ �•�˜ �•�’���Ž�› �•�›�˜�– �•�‘�’�œ �œ�’�–�™�•�Ž �–�˜�•�Ž�•�ï ���Ž�Ÿ�Ž�›�•�‘�Ž�•�Ž�œ�œ�ð � �Ž �Ž�¡�,
�™�Ž�Œ�• �Š �œ�’�•�—�’���Œ�Š�—�•�•�¢ �‘�’�•�‘�Ž�› �œ�Ž�—�œ�’�•�’�Ÿ�’�•�¢ �•�˜ �—�˜�’�œ�Ž �•�˜�› �•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ �•�‘�Š�— �•�˜�› �˜�—�Ž�ï ���ž�Š�•�’�•�Š�•�’�Ÿ�Ž�•�¢�ð
�•�‘�Ž �•�‘�›�Ž�Ž �™�Š�’�›�œ �˜�• �•�’�œ�•�›�’�‹�ž�•�’�˜�—�œ �Š�›�Ž �•�’���Ž�›�Ž�—�•�ï ���˜�› �˜�—�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�ð �•�‘�Ž �–�Ž�Š�— �’�œ �•�’���Ž�›�Ž�—�• �•�˜�› �—�Š�•�’�Ÿ�Ž
�‹�’�•�œ �V �Š�—�• �W�ï ���˜�› �•� �˜ �œ�‘�Š�›�Ž�œ�ð �•�‘�Ž �•� �˜ �•�’�œ�•�›�’�‹�ž�•�’�˜�—�œ �‘�Š�Ÿ�Ž �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �–�Ž�Š�— �‹�ž�• �Š �•�’���Ž�›�Ž�—�• �Ÿ�Š�›�’�,
�Š�—�Œ�Ž�ï ���˜�› �•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ�ð �•�‘�Ž �•� �˜ �•�’�œ�•�›�’�‹�ž�•�’�˜�—�œ �‘�Š�Ÿ�Ž �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �–�Ž�Š�— �Š�—�• �Ÿ�Š�›�’�Š�—�Œ�Ž�ò �•�‘�Ž�¢ �•�’���Ž�›
�˜�—�•�¢ �œ�•�Š�›�•�’�—�• �•�›�˜�– �•�‘�Ž�’�› �•�‘�’�›�• �–�˜�–�Ž�—�•�ï ���’�•�ž�›�Ž�œ�[�ï�Y�û�•�ü�ð�[�ï�Y�û�Ž�ü �Š�—�•�[�ï�Y�û�•�ü �’�•�•�ž�œ�•�›�Š�•�Ž �•�‘�’�œ � �’�•�‘ �•�‘�Ž
�œ�’�–�™�•�Ž �–�˜�•�Ž�• �Š�—�• �Š �‘�’�•�‘�Ž�› �—�˜�’�œ�Ž �•�Ž�Ÿ�Ž�•σ = 2�ï

���˜ �•�Š�›�ð � �Ž �‘�Š�Ÿ�Ž �Š�œ�œ�ž�–�Ž�• �•�‘�Š�• �•�‘�Ž �•�‘�›�Ž�Ž �•�Ž�Ÿ�Ž�•�œ �˜�• �–�Š�œ�”�’�—�• �Š�›�Ž �œ�ž�‹�“�Ž�Œ�• �•�˜ �•�‘�Ž �œ�Š�–�Ž �—�˜�’�œ�Ž
�•�Ž�Ÿ�Ž�•σ�ï �
�˜� �Ž�Ÿ�Ž�›�ð �•�‘�Ž �–�Š�œ�”�’�—�• �‹�¢ �’�•�œ�Ž�•�• �’�—�•�›�˜�•�ž�Œ�Ž�œ �—�˜�’�œ�Ž�ð �Š�œm− 1 �œ�‘�Š�›�Ž�œ �Š�›�Ž �›�Š�—�•�˜�–�•�¢ �Š�—�•
�’�—�•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�•�•�¢ �Œ�‘�˜�œ�Ž�— �•�˜�› �Ž�Ÿ�Ž�›�¢ �Ž�¡�Ž�Œ�ž�•�’�˜�— �˜�• �•�‘�Ž �Š�•�•�˜�›�’�•�‘�–�ï ���‘�Ž �Ÿ�Ž�›�¢ �•�Ž�™�Ž�—�•�Ž�—�Œ�Ž �˜�• �•�‘�Ž
�™�›�˜�Œ�Ž�œ�œ�’�—�• �˜�• �Š �‹�’�• �’�— �•�‘�Ž �™�˜� �Ž�› �Œ�˜�—�œ�ž�–�™�•�’�˜�— �•�‘�Š�• �Š�— �Š�4�Š�Œ�”�Ž�› �Ž�¡�™�•�˜�’�•�œ �•�ž�›�—�œ �Š�•�Š�’�—�œ�• �‘�Ž�›�ð �Š�œ
�’�• �‹�Ž�Œ�˜�–�Ž�œ �Š�— �Š�•�•�’�•�’�˜�—�Š�• �œ�˜�ž�›�Œ�Ž �˜�• �—�˜�’�œ�Ž �•�ž�Ž �•�‘�Ž �›�Š�—�•�˜�–�’�£�Š�•�’�˜�—�ï ���˜�› �’�—�œ�•�Š�—�Œ�Ž�ð �’�— �•�‘�Ž �˜�—�Ž�,
�Œ�¢�Œ�•�Ž�,�˜�—�Ž�,�›�˜�ž�—�• �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�•�
�R�P�P�N�X�,f [1600] � �’�•�‘ �•�‘�›�Ž�Ž �œ�‘�Š�›�Ž�œ�ð �•�‘�Ž �—�˜�’�œ�Ž �•�ž�Ž �•�˜ �•�‘�Ž
�
�Š�–�–�’�—�• � �Ž�’�•�‘�• �˜�• �Y�X�V�V �›�Š�—�•�˜�– �‹�’�•�œ �–�ž�œ�• �‹�Ž �Œ�˜�–�™�Š�›�Ž�• �•�˜ �Š �œ�–�Š�•�• �—�ž�–�‹�Ž�› �˜�• �ž�—�–�Š�œ�”�Ž�•
�‹�’�• �Ÿ�Š�•�ž�Ž�œ �•�‘�Š�• �Š �•�’���Ž�›�Ž�—�•�’�Š�• �™�˜� �Ž�› �Š�—�Š�•�¢�œ�’�œ �Š�4�Ž�–�™�•�œ �Š�• �›�Ž�Œ�˜�Ÿ�Ž�›�’�—�•�ï
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���’�‹�•�’�˜�•�›�Š�™�‘�¢

�ý�W�þ���ï ���ï ���Ž�›�—�œ�•�Ž�’�— �Š�—�• ���ï ���Š�—�•�Ž �û�Ž�•�’�•�˜�›�œ�ü�ð�Ž���������ñ ������������ ���Ž�—�Œ�‘�–�Š�›�”�’�—�• �˜�• �Œ�›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�’�Œ
�œ�¢�œ�•�Ž�–�œ�ð�K�W�W�S�������E�H�Q�F�K���F�U���\�S���W�R�ð �Š�Œ�Œ�Ž�œ�œ�Ž�• �X�W ���Ž�Œ�Ž�–�‹�Ž�› �X�V�W�V�ï

�ý�X�þ�	�ï ���Ž�›�•�˜�—�’�ð ���ï ���Š�Ž�–�Ž�—�ð ���ï ���Ž�Ž�•�Ž�›�œ�ð �Š�—�• �	�ï ���Š�— ���œ�œ�Œ�‘�Ž�ð���˜�•�Ž �˜�— �œ�’�•�Ž�,�Œ�‘�Š�—�—�Ž�• �Š�4�Š�Œ�”�œ �Š�—�•
�•�‘�Ž�’�› �Œ�˜�ž�—�•�Ž�›�–�Ž�Š�œ�ž�›�Ž�œ�ð ���˜�–�–�Ž�—�• �˜�— �•�‘�Ž �������� �
�Š�œ�‘ ���˜�–�™�Ž�•�’�•�’�˜�— ���˜�›�ž�–�ð ���Š�¢ �X�V�V�_�ð�K�W�W�S��

�����N�H�F�F�D�N���Q�R�H�N�H�R�Q���R�U�J���1�R�W�H�6�L�G�H�&�K�D�Q�Q�H�O�$�W�W�D�F�N�V���S�G�I�ï

�ý�Y�þ �ð���›�¢�™�•�˜�•�›�Š�™�‘�’�Œ �œ�™�˜�—�•�Ž �•�ž�—�Œ�•�’�˜�—�œ�ð ���Š�—�ž�Š�›�¢ �X�V�W�W�ð�K�W�W�S�������V�S�R�Q�J�H���Q�R�H�N�H�R�Q���R�U�J���ï

�ý�Z�þ �ð�
�Š�›�•� �Š�›�Ž �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�•�
�R�P�P�N�X�’�— ���
�����ð �X�V�W�W�ð �Š�Ÿ�Š�’�•�Š�‹�•�Ž �•�›�˜�–�K�W�W�S������

�N�H�F�F�D�N���Q�R�H�N�H�R�Q���R�U�J���ï

�ý�[�þ �ð�
�R�P�P�N�X�‘�Š�›�•� �Š�›�Ž �™�Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž ���•�ž�›�Ž�œ �™�Š�•�Ž�ð �X�V�W�W�ð�K�W�W�S�������N�H�F�F�D�N���Q�R�H�N�H�R�Q���R�U�J���K�Z�B

�S�H�U�I�R�U�P�D�Q�F�H���K�W�P�O�ï

�ý�\�þ �ð�
�R�P�P�N�X�œ�˜��� �Š�›�Ž �™�Ž�›�•�˜�›�–�Š�—�Œ�Ž ���•�ž�›�Ž�œ �™�Š�•�Ž�ð �X�V�W�W�ð�K�W�W�S�������N�H�F�F�D�N���Q�R�H�N�H�R�Q���R�U�J���V�Z�B

�S�H�U�I�R�U�P�D�Q�F�H���K�W�P�O�ï

�ý�]�þ �ð�
�R�P�P�N�X���\�\�Y�`�œ�˜��� �Š�›�Ž�ð ���Š�—�ž�Š�›�¢ �X�V�W�W�ð�K�W�W�S�������N�H�F�F�D�N���Q�R�H�N�H�R�Q���R�U�J���ï

�ý�^�þ �ð�
�—�˜� �—�,�Š�—�œ� �Ž�› �Š�—�• ���˜�—�•�Ž ���Š�›�•�˜ �•�Ž�œ�• �›�Ž�œ�ž�•�•�œ�ð �X�V�W�W�ð �Š�Ÿ�Š�’�•�Š�‹�•�Ž �•�›�˜�–�K�W�W�S�������N�H�F�F�D�N��

�Q�R�H�N�H�R�Q���R�U�J���ï

�ý�_�þ �ð���Ž�•�Ž�›�Ž�—�Œ�Ž �Š�—�• �˜�™�•�’�–�’�£�Ž�• �’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�—�œ �˜�•�
�R�P�P�N�X�ð �X�V�W�W�ð �Š�Ÿ�Š�’�•�Š�‹�•�Ž �•�›�˜�–�K�W�W�S��

�����N�H�F�F�D�N���Q�R�H�N�H�R�Q���R�U�J���ï

�ý�W�V�þ �ð���‘�Ž�
�R�P�P�N�X�›�Ž�•�Ž�›�Ž�—�Œ�Ž�ð ���Š�—�ž�Š�›�¢ �X�V�W�W�ð�K�W�W�S�������N�H�F�F�D�N���Q�R�H�N�H�R�Q���R�U�J���ï

�ý�W�W�þ �ð���‘�Ž�
�R�P�P�N�X���
���,�Y �œ�ž�‹�–�’�œ�œ�’�˜�—�ð ���Š�—�ž�Š�›�¢ �X�V�W�W�ð�K�W�W�S�������N�H�F�F�D�N���Q�R�H�N�H�R�Q���R�U�J���ï

�ý�W�X�þ���ï ���›�’�Ž�›�ð ���ï ���•�Š�Ÿ�’�Ž�›�ð �Š�—�• ���ï ���•�’�Ÿ�’�Ž�›�ð���˜�›�›�Ž�•�Š�•�’�˜�— �™�˜� �Ž�› �Š�—�Š�•�¢�œ�’�œ � �’�•�‘ �Š �•�Ž�Š�”�Š�•�Ž �–�˜�•�Ž�•�ð ���
����
�û���ï ���˜�¢�Ž �Š�—�• ���ï�,���ï ���ž�’�œ�š�ž�Š�•�Ž�›�ð �Ž�•�œ�ï�ü�ð ���Ž�Œ�•�ž�›�Ž ���˜�•�Ž�œ �’�— ���˜�–�™�ž�•�Ž�› ���Œ�’�Ž�—�Œ�Ž�ð �Ÿ�˜�•�ï �Y�W�[�\�ð
���™�›�’�—�•�Ž�›�ð �X�V�V�Z�ð �™�™�ï �W�\�.�X�_�ï

�ý�W�Y�þ���•�•�Ž�›�Š �Œ�˜�›�™�˜�›�Š�•�’�˜�—�ð���ž�Š�›�•�ž�œ ���� � �Ž�‹ �Ž�•�’�•�’�˜�— �œ�˜��� �Š�›�Ž�ð�K�W�W�S�������Z�Z�Z���D�O�W�H�U�D���F�R�P�ï

�ý�W�Z�þ���—�•�Ž�• ���˜�›�™�˜�›�Š�•�’�˜�—�ð���—�•�Ž�• �^�����[�W�����&�����&���� �‘�Š�›�•� �Š�›�Ž �•�Ž�œ�Œ�›�’�™�•�’�˜�—�ð�K�W�W�S�������Z�Z�Z���L�Q�W�H�O���F�R�P��

�G�H�V�L�J�Q���P�F�V�������P�D�Q�X�D�O�V�����������������K�W�P�ï

�ý�W�[�þ �ð���—�•�Ž�• ������ �[�W�&�X�[�W �–�’�Œ�›�˜�Œ�˜�—�•�›�˜�•�•�Ž�›�œ �, �Ž�¡�™�Š�—�•�Ž�• �������ð�K�W�W�S�������Z�Z�Z���L�Q�W�H�O���F�R�P��

�G�H�V�L�J�Q���P�F�V�������H�U�B�������K�W�P�ï

�ý�W�\�þ���’�•�’�—�¡ �Œ�˜�›�™�˜�›�Š�•�’�˜�—�ð������ ���Ž�‹�������
 �œ�˜��� �Š�›�Ž�ð�K�W�W�S�������Z�Z�Z���[�L�O�L�Q�[���F�R�P�ï
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�
�R�P�P�N�X�’�–�™�•�Ž�–�Ž�—�•�Š�•�’�˜�— �˜�Ÿ�Ž�›�Ÿ�’�Ž�  �������������	�������
��

�ý�W�]�þ���ï ���Š�Ž�–�Ž�—�ð ���ï ���Ž�Ž�•�Ž�›�œ�ð �Š�—�• �	�ï ���Š�— ���œ�œ�Œ�‘�Ž�ð���’�•�œ�•�’�Œ�Ž �Œ�’�™�‘�Ž�›�œ �Š�—�• �™�˜� �Ž�› �Š�—�Š�•�¢�œ�’�œ �Š�4�Š�Œ�”�œ�ð ���Š�œ�•
���˜��� �Š�›�Ž ���—�Œ�›�¢�™�•�’�˜�— �X�V�V�V �û���ï ���Œ�‘�—�Ž�’�Ž�›�ð �Ž�•�ï�ü�ð ���Ž�Œ�•�ž�›�Ž ���˜�•�Ž�œ �’�— ���˜�–�™�ž�•�Ž�› ���Œ�’�Ž�—�Œ�Ž�ð �Ÿ�˜�•�ï
�W�_�]�^�ð ���™�›�’�—�•�Ž�›�ð �X�V�V�V�ð �™�™�ï �W�Y�Z�.�W�Z�_�ï

�ý�W�^�þ�	�ï �	�’�Ž�•�Ž�— �Š�—�• ���ï ���’�•�ž�Ž�›�Š�œ �û�Ž�•�œ�ï�ü�ð�X�V�V�Z �•�Ž�œ�’�•�—�ð �Š�ž�•�˜�–�Š�•�’�˜�— �Š�—�• �•�Ž�œ�• �’�— ���ž�›�˜�™�Ž �Œ�˜�—�•�Ž�›�Ž�—�Œ�Ž �Š�—�•
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